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Vorwort

Das Skriptum Hydraulik 1 ,Einfihrung in die Hydromechanik” ist in der Fassung vom
SS 2000- wie bereits in den vorangegangenen Jahren - in den letzten Wochen Uberarbeitet
worden. Eine komplette Fassung des Skriptums kann auch tber die Lehrstuhl-Adresse herun-
tergeladen werden. Hier finden sich auch Hinweise tiber aktuelle Anderungen.

Mit der Uberarbeitung wurde zugleich eine ausfuhrlichere Darstellung der Inhalte verbunden.
Die Entwicklung im Bereich der Rechnerunterstiitzung bedingt zwangsweise eine stérkere
Grundlagenorientierung, da heute auch schon mehrdimensionale Strémungen berechnet wer-
den kdnnen. Der Stoff wurde dabei so aufbereitet, dass er einer universitaren Ausbildung ge-
nugt. Unvermeidbar ist dabei, dass die Grundlagen zunéchst allgemein dargestellt und erst
dann auch fur einfachere Fragestellungen vereinfacht werden. Die bisher in der Hydraulik
fehlende durchgangige Beschreibung der aus der Kontinuumsmechanik abgeleiteten Grundla-
gen Uber die Materialgesetze zu den einzelnen Bewegungsgleichungen wurde hier konsequent
beibehalten. Damit wird die Hydromechanik an die in der Festkdrpermechanik tbliche Heran-
gehensweise der Verbindung des Spannungszustandes mit den entsprechenden Materialgle-
chungen angendhert. Dass dies nicht konsequent moglich ist, liegt an den speziellen
Problemen der turbulenten Stromung.

Eine Ausnahme von dieser Darstellung bildet die Behandlung der Hydrostatik. Sie wird wie
bisher tblich noch vor der Ableitung der Grundgleichungen behandelt. Daflr werden einige
Inkonsequenzen in Kauf genommen, auf welche in der Vorlesung hingewiesen wird. Dain der
Prifung zwischenzeitlich auch ein algemeiner Teil ohne Hilfsmittel zu bearbeiten ist, bietet
das neue Skriptum verstérkt Hinweise auf Starken und Schwachen der verwendeten Metho-
den. Esiist trotz des vergrolerten Umfangs alles andere als ein Lehrbuch und soll dazu anre-
gen, in schwierigen Fragen auch zusétzliche Literatur zu Rate zu ziehen.

Wie immer werden meine Mitarbeiter und ich uns bemihen, durch begleitende Veranstaltun-
gen den vorgetragenen Stoff zu ergénzen. Neben der Ubung wird die Mdglichkeit geboten, im
Labor anhand von Demonstrationsmodellen das Verstandnis fur die Anwendung der aufbe-
reiteten Grundlagen zu wecken. Bei entsprechender Nachfrage beseht auch die Mdglichkeit,
kleine Experimente selbstandig durchzufihren. Der umfangreichere Text ermoglicht auch ver-
stérkt Hinwelse auf Phénomene der Stromungsmechanik. Ich wirde mich freuen, wenn durch
die Angebote des Lehrstuhls das Interesse fur diese faszinierende Disziplin vertieft werden
konnte.

Die Ubung Hydraulik | im SS 2001wird Frau Dipl.-Ing. Katrin Kessler halten. Anregungen
zur Gestaltung und mdglichen Erganzung des Skriptums sind erwiinscht.
M unchen, Anfang April 2001

gez. Vaentin
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Kapitel 1: Allgemeine Einfuihrung

1 Allgemeine Einfihrung

1.1 Definitionen

Unter Hydraulik wird hier eine angewandte Hydromechanik fir die technische Praxis im
Bereich des Bauingenieurwesens verstanden. |hre theoretischen Grundlagen kommen aus der
Hydromechanik. Neben der Theorie dienen Experimente an physikalischen Modellen und die
Anwendung numerischer Methoden (mathematische Modelle) zur Lésung von Stromungspro-
blemen.

Die Hydromechanik ist Teil der Mechanik, welche in die beiden Bereiche Festkr per mecha-
nik und Fluidmechanik unterteilt wird. Als Fluide werden dabei Flissigkeiten und Gase be-
zeichnet. Bindeglied zwischen der Festkorpermechanik und der Fluidmechanik ist die Rheo-
logie. Die Rheologie ist die Lehre von der Deformation und dem Flief3en von Stoffen. In der
Fluidmechanik wird unterschieden in die Fluidstatik, die Lehre von den Fluiden in Ruhe, und
die Fluiddynamik, in welcher die Zusammenhange zwischen Geschwindigkeiten, Beschleu-
nigungen und den dabei ausgeiibten Kraften behandelt werden. Ahnlich wie in der Festkorper-
mechanik werden in der Kinematik Geschwindigkeiten ohne Einwirkung von Kréften
betrachtet.

In der klassischen Form war die Hydromechanik als Tell der heutigen Fluidmechanik stark an
der Mathematik ausgerichtet. Dabei wurden Erkenntnisse fur das sogenannte ideale Fluid, das
als inkompressibel und reibungsfrel angesehen wurde, gewonnen. Insbesondere wegen der
Annahme der Reibungsfreiheit erwies sich dies as wenig praktikabel. Deswegen wurde die
Ruckversicherung mit dem Experiment gesucht, was ohne Kenntnis der grundlegenden physi-
kalischen Vorgange haufig zu empirischen Beziehungen fuhrte. Erst mit Beginn der Grenz-
schichtforschung gelang es, die bis dahin angewandten empirischen Verfahren immer weiter
in den Hintergrund zu dréangen.

Das Unterscheidungsmerkmal zwischen Fluiden und Festkorpern ist die Flief3fahigkeit. Beim
Fluid fuhren bereits geringste Schubspannungen zu Verformungen. Nach dem Ende der Ein-
wirkung erfolgt keine Ruckkehr zur urspringlichen Form. Fluide sind demnach nicht form-
stabil. Wahrend Schubspannungen in Festkdrpern von der GrofRe der Verformungen
abhangen, ist bei den Fluiden dafirr die Verformungsgeschwindigkeit mal3geblich. Gegenlber
den FHUssigkeiten haben Gase eine weit geringere Dichte und eine hdhere Kompressibilitét.

In der Hydraulik kénnen mehrere Phasen am Strémungsvorgang beteiligt sein, man spricht
dann von der M ehrphasenstr dmung. Die einzelnen Phasen kénnen dabei in allen Aggregat-
zustanden auftreten. Beispiele fir Zwei phasenstréomungen sind z.B:

flissig-flussig: SlRwasser-Sal zwasser
flUssig-fest: Wasser-Geschiebe im Fluss
flUssig-gasformig: Wasser-L uft.

Eine wesentliche Eigenschaft der Fluide ist ihre Viskositét. Damit wird ein Widerstand gegen
die Verformung ausgel 0st. Das reibungsfreie ideale Fluid hat keine Viskositét.
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Anwendungsgebiete der Hydraulik im Bereich des Bauingenieurwesens sind vielféltig. Sie
lassen sich am besten anhand der verwendeten Unterkapitel aufzeigen. Die Rohrhydraulik ist
die Grundlage fur die Bemessung von Versorgungsleitungen fur den Transport von Wasser,
Erddl und Gas ebenso wie fir den Anlagenbau in der Verfahrenstechnik. Spektakulérste An-
wendungen sind die Hochdruckleitungen bei Wasserkraftwerken. Im Gegensatz zu den unter
Druck durchflossenen Rohrleitungen werden in der Gerinnehydraulik Strémungen mit einer
freien Oberflache behandelt. Darunter sind Bache und Flilisse als naturliche Gerinne ebenso zu
verstehen wie die kunstlichen Gerinne fir die Be- und Entwasserung, Triebwasserkanédle und
Gerinne im Bereich der Abwasserableitung und -behandlung.

Zunehmend an Bedeutung im Bereich der Wasserwirtschaft gewinnt die Behandlung von
Grundwasser str dmungen und den damit verbundenen Transporterscheinungen fur natdrliche
und im Zusammenhang mit Altlasten weniger erwiinschte Inhaltsstoffe. Diese Themen blei-
ben alerdings dem vertieften Studium der Hydraulik vorbehalten. Die zunehmend als allge-
meinglltig anerkannten Grundlagen der Hydraulik konnen auch zur Behandlung von
Strémungsvorgangen mit anderen Fluiden herangezogen werden. Beispielhaft genannt seien
hier die Luft zur Bewetterung von Stollen im Tunnelbau und der Transport von Beton in
Rohrleitungen.

1.2 Einheiten und Symbole

Basiseinheiten auf der Grundlage des internationalen Einheitensystems (Sl) Systeme Interna-
tional d'Unites:

Benennung Zeichen Einheit
Lange | m
Masse m kg

Zeit t S

Temperatur T K

Die wichtigsten abgel eiteten Einheiten sind:

Benennung Zeichen Einheit
Kraft F N=kgms?2
Druck p Pa=N m=2

Nach DIN 4044 "Hydromechanik im Wasserbau" wird hier der Begriff Zeichen anstelle von
Symbol verwendet.

1.3 Eigenschaften des Wassers

Wasser, der besondere Stoff, ist unverzichtbar fir alles Leben auf der Erde. Die Bandbreite

seiner Verwendung reicht vom Lebensmittel bis hin zum Transportmittel, sei dies in Gestalt
der Wasserstral3en fur den Schiffsverkehr oder in Gestalt unserer Flisse a's sog. Vorfluter zur

4
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Aufnahme der Abwaésser. Scheinbare Zweckentfremdungen fir viele technische Anwendun-
gen sind nur dort moglich, wo Wasser im Wasserkreislauf im Uberfluss angeboten wird. Wie
eng diese geografische Begrenzung sein kann zeigt das Beispiel Bayern. Dem Uberangebot in
Sldbayern steht das Wassermangel gebiet Nordbayern gegentiber. Doch nicht allein das quan-
titative Angebot ist entscheidend. Die zunehmende Einbringung von schwer abbaubaren che-
mischen Substanzen in das ungeschiitzten Grundwasservorkommen lasst qualitativ wertvolles
Wasser grundsétzlich auch in unseren Breitengraden zur Mangelware werden. Der Kampf um
das Wasser in den ariden Gebieten unserer Erde zeugt davon, dass wir zum Teil leichtfertig
mit dieser Resource Wasser umgehen.

Der Bedeutung fir das Leben auf dieser Erde ist durch eine physikalische Besonderheit des
Wassers bedingt, seinem Auftreten in den drei Aggregatszustanden fest, flissig, gasformig.
Jeder dieser drei Zustande hat besondere Bedeutung fir den Wasserhaushalt. In der gasférmi-
gen und flissigen Phase gehdrt Wasser zur Gruppe der Fluide, welche durch das Flielvermé-
gen und die nicht vorhandene Formelastizitét gekennzeichnet sind. Die Einzelmolekile
unterliegen thermischen Schwingungen. In der flUssigen Phase betrégt der mittlere Molekil-
abstand 3-10®m. Auch im Innern eines ruhenden Wasserkérpers kann die Bewegung suspen-
dierter Teilchen als Brownsche Molekularbewegung beobachtet werden. Ursache dafir sind
Druckschwankungen an der Teilchenoberflache, hervorgerufen durch die Molekile des Me-
diums.

Wasser wird in seiner Zusammensetzung allgemein als homogen angenommen. Bei Stérungen
der réumlichen Homogenitét kommt es zu Transporterscheinungen im Innern der Flussigkeit.
Damit wird der ungeordneten Bewegung eine geordnete Uberlagert.

Tabelle 1.1: Transporterscheinungen in Fluiden

Effekt Ubertragene GroRe Ursache K oeffizient

Diffusion Masse Ap molekularer Diffusions-
koeffizient

Innere Reibung | Impuls Av Viskositét

Warmeleitung Innere Energie AT Warmel eitfahigkeit

Der Prozess zur Herstellung von Gleichverteilung von Konzentrationen unterliegt dem
Fickschen Gesetz, bei dem der Transport vom Gradienten der betrachteten Feldgrof3e und ei-
ner physikalischen Konstanten abhangt. Beim Transport der skalaren Grofien Dichte p und
Temperatur T sind diese Konstanten die molekulare Diffusionskonstante und die Warmeleit-
fahigkeit. Beim Impulstransport ist die vektorielle Grofie der Geschwindigkeit abhangig von
der Zahigkeit (Viskositdt) des Mediums. Der hier beschriebene Impulstransport quer zur Stré-
mungsrichtung wird analog zum Massentransport als diffusiver |mpulstransport bezeichnet.

1.3.1 Dichte

Fur den homogenen Korper ist allgemein die Dichte p der Quotient aus der Masse m und dem
VolumenV.
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_m .k 1.1

p=y N 3 (1.1)

Im algemeinen ist die Annahme der Homogenitét auch im Medium Wasser gerechtfertigt. In

Ausnahmefédlen (Dichtestromungen) sind Dichteunterschiede zu berticksichtigen. Die Dichte

von Wasser ist temperaturabhéngig p = p (T). Fur viele Vorgange in der Natur entscheidend

ist die Dichteanomalie des Wassers, das ein Dichtemaximum oberhalb des Gefrierpunktes

aufweist. Dies hat zur Folge, dass sich z.B. in Seen bei Lufttemperaturen oberhalb und unter-

halb des Gefrierpunktes von Wasser eine stabile Schichtung einstellen kann. Fur T=4°C
betragt fir reines Wasser die grofdte Dichte

0=99997+Y

m
Fur den Temperaturbereich von 0° bis 100°C ist die Dichte von reinem Wasser in Tabelle 1.2
aufgelistet. Die Dichte ist allerdings sehr stark von gel6sten und suspendierten Stoffen (Salz,

suspendierte Teilchen in Flissen as Schweb) abhangig. Die Tabellenwerte sind demnach Mi-
nimalwerte fUr die tatséchliche Dichte.

Erwarmung tber 4° C oder Abkuhlung fihrt zur VVolumenausdehnung. Ebenfalls von grofer
physikalischer Bedeutung ist die Unstetigkeit der Dichte beim Ubergang zum festen Aggre-
gatzustand (Eis). Diese Anderung ist mit einer VolumenvergrofRRerung von ca. 9 % verbunden.

1.3.2 Volumendastizitat

Unter Uberdruck verursacht eine Drucksteigerung um Ap eine Volumenverringerung um AV.
Anaog zum Hookeschen Gesetz gilt:

Ap=-E,, % (1.2)

Der Elastizitatsmodul von Wasser kann mit Ey, = 2,1010° MPa = 2,1[10° N/m? angesetzt wer-
den.

Ein Vergleich mit dem E-Modul von Stahl zeigt, dass Wasser etwa um den Faktor 10° kom-
pressibler ist. Demnach gilt fUr die Dichte bei grof3en Druckunterschieden, dass p = p (p,T).
Dieser Umstand ist von Bedeutung bei gespannten Grundwasservorkommen in der Grundwas-
serhydraulik und bei Kompressionswellen in der instationéren Rohrhydraulik

1.3.3 Viskositat

Die Viskositét ist ein Mal3 fur die innere Reibung, deren Ursache die molekulare Impulsiiber-
tragung ist. Jede Flissigkeit setzt der Bewegung einen Widerstand entgegen. Versucht man
eine Platte auf einer diinnen Wasserschicht zu verschieben, so ist die dabel zu Gberwindende
Widerstandskraft proportional zur Flache A, dem Geschwindigkeitsgradienten dv/dn der sich
zwischen der bewegten Platte und dem nicht mitbewegten Untergrund einstellt und einem
fluidabhangigen Proportionalitétsfaktor . Fir die Widerstandskraft gilt
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dv
F=-nA—
d dn

Tabelle 1.2: Physikalische Eigenschaften von reinem Wasser

T p n v =nlp hg = pa/(pQ)
°C g/cm? X103 Ng/m? x10° m?/s m

0,999840 1,7921 1,7924 0,06
5 0,999964 1,5108 1,5189 0,09
10 0,999700 1,3077 1,3081 0,12
15 0,999101 1,1404 1,1414 0,17
20 0,998206 1,0050 1,0068 0,24
30 0,995650 0,8007 0,8042 0,43
40 0,992219 0,6560 0,6611 0,75
50 0,98805 0,5494 0,5560 1,25
60 0,98321 0,4688 0,4768 2,02
70 0,97779 0,4061 0,4153 3,17
80 0,97183 0,3565 0,3668 4,82
90 0,96532 0,3165 0,3279 7,14
100 0,95835 0,2838 0,2961 10,33

Durch Division der Widerstandkraft F durch die Flache A wird die Schubspannung Tt erhalten,
welche als innere Reibung in einem Fluid auftritt.

dv
T=-n an 1.3

Dieser Ansatz geht auf Newton zuriick. Der Proportionalitétsfaktor ist
n = dynamische Vikositét in Pals

Auf die Dichte bezogen kann die dynamische Viskositét in die kinematische Viskositéat

in T (14)

<
I
O |o

Ubergefthrt werden.

Bel Storung der rdumlichen Homogenitét, wie sie z.B. durch die ungleiche Geschwindigkeits-
verteilung in einem Geschwindigkeitsfeld gegeben ist, kommt es infolge des Geschwindig-
keitsgradienten zu einem Impulstransport. Dies kann durch eine Umformung von GlI. (1.3) zu

NCICL)
dn
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leicht nachgewiesen werden. Leider besitzt der Newtonsche Ansatz nur Gultigkeit fir die sog.
laminare Bewegung (Schichtenstrémung). Oberhalb bestimmter Grenzen erfahren Flissig-
keitsballen (Durchmesser weit oberhalb des Molekilabstandes) Eigenbewegungen in Form
von unregelmalligen Schwankungen, welche den Impulsaustausch wesentlich erhéhen. Man
spricht dann von der turbulenten Flief3bewegung.

Bel einer Reihe von Fluiden ist die Zahigkeit nicht proportional dem Geschwindigkeitsgra-
dienten: Nichtnewtonsche Fluide. Zur Beschreibung wird u.a. ein Potenzansatz nach Ostwald
verwendet. Der Exponent Kk ist dabei der FlUssigkeitsindex. Fir k =1,0 ist k=n und

Gl. (1.5) identisch mit GI. (1.3).
_ . [av -
T=-k (_dnj (1.5)

Die sog. ideale FlUssigkeit ist zahigkeitsfrei, setzt einer Bewegung also keinen Widerstand
entgegen. In dem Diagramm wird dieses Verhaten durch die Abszisse wiedergegeben.

TA
Idealer
Festkorper
28
ot
i o
TO
AL Ideales Fluid
P dv/dn

Abb. 1.1: Rheologische Eigenschaften von Fluiden
Umgekehrt stellt die Ordinate das Verhalten des idealen Festkorpers dar. Zusétzlich wird der

idealen FlUssigkeit eine invariable Dichte unterstellt. Obwohl nicht existent, sind fUr eine
Reihe von Anwendungen diese Annahmen hilfreich.

1.3.4 Ausbreitung von Storungen

Im Inneren von Fluiden breiten sich Stérungen mit Schallgeschwindigkeit aus. Fur Wasser
gilt:

a=_|— (1.6)

Fur eine Temperatur von 10°C kann daraus a = 1449 m/s errechnet werden.
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1.3.5 Oberflachenspannung

Die Oberflachenspannung ist eine Grenzflachenspannung an der Phasentrennfléche gegen
Luft. Definiert wird die Oberflachenspannung zu

o = Arbeit/Flachein N Dzm
m

N
m

T=20°C - 0=7300°N/m (Wasser/ Luft)

Ursache der Oberflachenspannung sind Adhésionskrafte zwischen den Fliissigkeitsmol ekiilen.
Im Inneren heben diese sich gegenseitig auf, an der Trennflache wirken stérkere Anziehung
vom Inneren as von den Gasmolekilen von auf¥en. Um vom Inneren an die Oberfléache zu
kommen, muss der Kohasionsdruck Uberwunden werden. Zur VergrofRerung der Oberflache
muss demnach Arbeit geleistet werden (Luftblasen).

Von praktischer Bedeutung ist die kapillare Steighthe hy fur runde Kapillaren vom Durchmes-
ser dk

:40
pgd,

(15)

k

Die kapillare Steighohe ist zu beachten an der Grenze des Grundwasserkorpers zu den luftge-
fullten Hohlrdumen des Untergrunds im Bereich der Grundwasserhydraulik.



Kapitel 1: Allgemeine Einfiihrung
Formelzeichen zu Kapitel 1
Zeichen Benennung Einheit

a Schallgeschwindigkeit m/s
d, K apillarrohr-Durchmesser m
E, Elastizitétsmodul von Wasser N/m?
F Kraft N

g Erdbeschleunigung m/s’
h, kapillare Steighthe m

Kk Ostwal df aktor -

m Masse kg

n natirliche K oordinate normal m

zur Bewegungsrichtung

p Druck N/ m?
v Geschwindigkeit m/s
\ Volumen m?
N dynamische Zahigkeit Pas
K FlUssigkeitsindex -

v kinematische Zahigkeit m®/s
) Dichte kg/m?
o Oberflachenspannung N/m
T Schubspannung N/ m?
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Kapitel 1: Allgemeine Einfiihrung

Aufgabel.1
Bei einem Scherversuch zwischen zwei parallelen Platten im Abstand d befinde sich das zu untersuchende Me-

dium zunéchst im spannungsfreien Zustand. Von der Zeit ty bis zur Zeit t; werde die 6rtlich und zeitlich konstante
Schubspannung 1, aufgeprégt, danach sei das Medium wieder spannungsfrei. Skizzieren Sie die Verschiebung &
als Funktion der Zeit t und berechnen Sie die maximale V erschiebung

- fir ein Hooke-Medium mit dem Schubmodul G,
— fur ein Newtonsches Fluid mit der Zahigkeit n!

v

v
L [

[

—

Aufgabe 1.2

In dem dargestellten Becken befindet sich Wasser mit T=20° C. In dieses Becken wird ein diinnes Réhrchen
eingetaucht, das an der Oberseite offen ist. Das Wasser wird in diesem Rohr aufsteigen.

- Worauf beruht dieser Effekt?

— Weélchen Durchmesser miisste das Réhrchen haben, damit die Wasserspiegel differenz zum Wasserspiegel des
Beckens h, = 0,5 m betréagt?

— Inwelchem Bereich der Hydraulik kdnnte dieser Effekt eine Rolle spielen?

— Wie éandern sich die Verhaltnisse, wenn das Becken nicht Wasser, sondern Quecksilber enthalt?

| T

K

Aufgabe 1.3
Wie groRist der Uberdruck in einem Regentropfen von 0,5 mm Durchmesser?

11



Kapitel 2: Hydrostatik

2 Hydrostatik

Hydrostatik ist die Lehre von der ruhenden Flissigkeit. IThre Hauptanwendung findet die Hy-
drostatik bei der Ermittlung von Kréaften auf Bauwerke unter Einwirkung des Wasserdruckes.

2.1 Allgemeine Angaben zum Begriff des Druckes

Im Innern der ruhenden Flissigkeit kdnnen nur Normalspannungen auftreten. Die dort wirk-
sam werdenden Spannungen sind daher isotrop und bilden ein skalares Druckfeld. Defini-
tionsgemal3 ist der Druck p durch die Beziehung

Druck = Kraft / Flache
p=—— (2.1)

bestimmt. Sinnvoll ist diese Schreibweise nur, wenn wegen der vektoriellen Eigenschaften der
Kraft F in Richtung des Normalenvektors n der Flache A wirkt. Zur besonderen Kennzeich-
nung sind Vektoren fett gedruckt. Diesist bei gekrimmten Flachen nur fir einen infinitesimal
kleinen Bereich der Fall. Auf der Grundlage des internationalen Einheitensystems Sl ist der
Druck eine abgeleitete GrolRe. Seine Einheit ist das Pascal (Pa), wobei

1Pa IN/m?
1hPa = 10* Pa (Luftdruckangabeim Wetterbericht Hektopascal )
lbar = 10° Pa

In der Hydraulik ist die Reduktion auf den anschaulichen Begriff der Druckhohe Ublich:

1m (WS) 9,81k Pa

9810N/m?

9810 Pa
9,81kN /m?

Der Zusammenhang zwischen dem Druck p und der Druckhohe ist wie folgt:

Druckhohe: = Lin mWS (2.2
i)
N[On’ 3 _ kgOn[3 —m

Einheiten: 5 =—
m- [kglm  s° [kg

Beispiel 2.1: Der Rohrinnendruck in einem Wasserversorgungsnetz betrégt 4 bar. Wie groR ist die Steighthe der
Wassersiule in einem Standrohr?

5
p=400 Pa h=—=—7%—"—""=408m

Die aus der offiziellen Einheit Pascal abgeleitete GroRe 1 bar fiir 10° Pa steht mit der Druck-
hohe in folgender Beziehung

1 bar =10,20 m (WS)

12



Kapitel 2: Hydrostatik

Der Gesamtdruck im Inneren einer FlUssigkeit mit freier Oberflache setzt sich aus dem Atmo-
sphérendruck und dem Druck infolge der Uberdeckung mit Fliissigkeit zusammen. Der Atmo-
sphérendruck ist der Fluiddruck der Luft, welcher wiederum abhéngig ist von der Uberlagerten
Luftsdule und damit vom Bezugsniveau. Wegen der Veranderlichkeit des Luftdruckes wurde
die internationale Normatmosphére eingefihrt. Auf Meereshohe (z = 0) wurden hierfir bei
einer Lufttemperatur von 15°C festgelegt die Dichte p,= 1,225 kg/m® und der Luftdruck

Pao = 101325 bar =1013,25 mbar .

Dem so festgel egten Atmosphérendruck auf M eereshthe entspricht eine Druckhdhe von

— pa,O
P9

h.o =10,33m (WS)

Unter der Voraussetzung einer isothermen Schichtung kann die Verénderung des Atmosphé-
rendruckes p, fur jede beliebige Ortshéhe z nach der barometrischen Hohenformel

Z
Da = Pao EXP {— &} (2.3)
pa,O

berechnet werden. Wird pao = 1,01325[10° N/m? eingesetzt, so wird der Druck in der Einheit
Pascal erhalten und kann in die Einheit bar umgerechnet werden.

In Tabelle2.1 sind fur verschiedene Ortshéhen der Atmosphérendruck p, in der Einheit hPa
und die zugehdrigen Druckhdhen h, angegeben.

Tabelle 2.1: Atmosphérendruck und Druckhdhe in Abhangigkeit von der Ortshohe

Ortshdhezinm 0 500 1000 2000
Atmosphérendruck p, in hPa 1013,25 954,91 899,93 799,28
Druckhohe h,inm 10,33 9,73 9,18 8,15

In der Hydraulik ist der Bezugsdruck nicht der absolute Druck, sondern der Atmosphéren-
druck pa. Auf den absoluten Druck muss bezogen werden, wenn die Kompressibilitat von Luft
berlicksichtigt werden muss. Dies ist z. B. bei Wasserspiegelénderungen in Druckbehéltern
mit Luftpolstern der Fall. Hier gilt das Boyle-Mariottesche Gesetz plV = const., das alerdings
nur unter der Voraussetzung konstanter Temperatur angewendet werden kann.

Bel der Kennzeichnung des Druckes im Stromungsfeld wird folgende Unterscheidung getrof-
fen:

p>p, postiver Druck : Druck
p<p, negativer Druck: Unterdruck

Von Druck wird demnach nur gesprochen, wenn dieser den Atmospharendruck Ubersteigt. Bel
einem Abfall unter diesen Wert herrscht Unterdruck. Dem Absinken des Druckes sind aller-
dings physikalische Grenzen gesetzt. Ursacheist die begrenzte Aufnahme von Zugspannun-

13
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gen im Innern der FlUssigkeit. Werden diese Uberschritten, kommt es zum Abreif3en der Flis-
sigkeitssaule. Dabei erfolgt ein Ubergang vom fliissigen zum gasformigen Aggregatzustand.

Angaben zum temperaturabhdngigen Dampfdruck p; sind in Tab. 1.1 fUr die zugehérige
Druckhohe hy zu finden. Der maximal mogliche Unterdruck (z. B. Saughdhe einer Pumpe) ist
neben der Hohenlage auch noch von der Temperatur abhangig

minp = - (p, - p,)

Geloste Luft in Wasser erniedrigt diesen Wert, der bel 20°C fir destilliertes Wasser in Mee-
reshéhe min h = =10 mWSbetragt. Eine praktikable Grofie fur die minimale Druckhohe ohne

Gefahr des Abreif3ens der Wassersaule ist h=-75mWS. Damit wird einer Abrundung in-

folge des Einflusses der Meereshthe, mdglicher Temperatureinflisse und der Zusammen-
setzung des Wassers (Luftgehalt, Inhaltsstoffe) Rechnung getragen.

Beispiel 2.2: Wie weit darf die Druckhéhe absinken, damit fir reines Wasser von 30°C auf einer Hohe von
1000 m beim Ansaugen durch eine Pumpe die Wassersdule nicht abreif3t?

Druckhéheauf 1000mHo6he: p, = 899,93 hPa h, =918m
Dampfdruck bei 30°C : py = 42,16 hPa hy =043m
minimale Druckhéhe : minh = - (ha - hd) =- (9,18 - 0,43) =-8,75m

Bel stromendem Wasser kann bei hohen Flief3geschwindigkeiten der Druck im Inneren der
Flissigkeit so weit abfalen, dass er die Grofe des Dampfdruckes erreicht: Phaseniibergang
durch Wasserdampfbildung. Man spricht bel diesem Vorgang von Kavitation.

— Q_ 3

Abb. 2.1: Wasserdampfblase infolge Kavitation

Beim Zerfal der Wasserdampfblasen in Gebieten hdheren Drucks entstehen aul3ergewohnlich
hohe Druckspitzen, welche zu Materialzerstorung fuhren: Kavitationserosion.

2.2 Gleichgewichtsbedingungen in einer ruhenden Flissigkeit

Zur Ableitung der Gle chgewichtsbedingung wird ein infinitesimal kleiner FlUssigkeitsquader

in einem kartesischen Koordinatensystem betrachtet, bei dem die z-Achse in Richtung der
Erdbeschleunigung weist. Dieser Quader nach Abb. 2.2 hat die Masse dm=p dx dy dz.

14
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X
1 dx
dy, B
y //,//dFZ
dz {
)
|
I
Yz p+@dz
0z

Abb.: 2.2: Gleichgewichtsbedingungen

Die Druckkréfte wirken an den Quaderoberflachen. Beachtet werden muss deren Veranderung
langs der vorgegebenen Richtungen. Im Schwerpunkt des Quaders wirken wegen dessen tra

ger Masse Massenkréfte nach dem Newtonschen Grundgesetz:
dF,, =adm o s
a:[axayaZ]T ( . )

Fur die Veranderung des Druckes mit der Wassertiefe wird nach dem Satz von Taylor

2 2
@Az + Q Az +...
0z 0z> 2

@dz
0z

und fdr limAz - 0

Betrachtung der Einzelkréfte fur die z-Richtung:

| pdxdy Druckkraft
1 (p + ? dz] dx dy Druckkraft
z

L dF, =a,p dxdydz Massenkraft

Fur das Gleichgewicht in z-Richtung wird somit:

pdxdy+a,pdxdydz = (p+?dz}dxdy
z

15
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Sinngemal gilt fur die drei zu betrachtenden Richtungen

z—-Richtung pa, = ?
z

x—Richtung pa, = ? (2.5
X

y-Richtung pa, = ?
y

Aus den Veranderungen in den drel vorgegebenen Richtungen folgt das totale Differential des
Druckes:

op op op
dp=—dx+—dy+—dz= dx +a,dy +a,dz
pax ayyaz p(ax ad Z)
Fur die Flachen gleichen Drucks wird dieses totale Differential zu Null. Somit gilt fir die sog.
Niveauflachen (= Fléachen gleichen Druckes):
dp=0 wegen p=const.

unddamit a,dx +a,dy+a,dz=0 (2.6)

Bel ebenen Druckfeldern entfdlt die Ableitung nach einer dieser Richtungen. Man spricht
dann von Niveaulinien.

Im Normalfall ist im Innern der Flussigkeit lediglich die in z-Richtung wirkende Erdbeschleu-
nigung g zu bertcksichtigen. Somit gilt fur die Beschleunigungen im kartesischen Koordina
tensystem:

a, = ay =0; a, =g

Von den drei Komponenten in Gl. 2.5 bleibt somit nur digjenige fur die z-Richtung erhalten.

_op_dp
P9 0z dz
dp=pgdz 2.7)

Nach der Integration dieses Ausdrucks ist fur die Bestimmung der Integrationskonstanten die
Randbedingung am Wasserspiegel z = 0 mal3gebend. Wird der absolute Druck bendtigt, so ist
p = paam Ort z = 0 und damit

pP=pgz+p, (2.8)
Nach Gl. 2.8 setzt sich der absolute Druck in der Tiefe z unter dem Wasserspiegel zusammen
aus dem Druck infolge der Luftsaule Uber dem Wasserspiegel und der Druckzunahme infolge

der Uberdeckung mit Wasser.

Interessiert dagegen nur die relative Zunahme des Druckes, so ist fur z = 0 auch p = 0, somit
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p=poz (2.9)

Zwei einfache Beispiele sollen dies verdeutlichen.

h z ; pgz h] Py
h2 pz
pgh p.gh, p.gh,
pgh plghl+p2gh2
konstanter Bodendruck pgh konstanter Bodendruck

Abb. 2.3: Gefal? gefillt mit Wasser der Dichte p Abb. 2.4: Gefal gefllt mit Flissigk. der Dichte p; und p,

2.3 Druckkraft

Die auf eine feste Oberflache ausgelibte Druckkraft wirkt normal zur Fléche, dain der ruhen-
den Flussigkeit nur Normalkréfte, nicht jedoch Scherkréfte, Ubertragen werden kénnen. Die
differentiellen Druckkréfte dF stehen daher immer senkrecht auf der Oberflache dS der festen
Berandung. Die Richtung des gekrimmten FlachenelementsdS wird durch den Normalen-
vektor n festgelegt. An der Berandung von Behdltern weist er grundsétzlich in den Bereich der
Flissigkeit. Die in Richtung der festen Berandung wirkende Druckkraft bildet daher mit der
Flachennormalen einen Winkel von 180° und wird damit negativ. Dadurch wird bertcksich-
tigt, dass das Innere einer FlUssigkeit einer Kompression ausgesetzt ist. Da in der Hydrostatik
ausschliefdlich Druckkrafte von Bedeutung sind, wird dieses Vorzeichen hier nicht weiter
beachtet.

Die Druckkraft auf ein gekrimmtes Flachenelement ist dF = pndSund wegen (2.9)
dF =pgzndS (2.10)

Im algemeinsten Fall der Bestimmung der Druckkraft F auf ein r&umlich gekrimmtes Fl&

a
chenelement ist wegen F :[FX F FZ] die Bestimmung der Komponenten der Druckkraft

Uber die in die Koordinatenebenen projizierten Teilflachen erforderlich, bei denen die Rich-
tungen der Krafte mit denen der Flachennormalen zusammenfallen.

Folgende Bezeichnungen werden verwendet (Abb. 2.5):

dAx = Schnittflache der Projektion des Flachenelements dSin die y-z Ebene
dA, = Schnittflache der Projektion des Flachenelements dSin die x-z Ebene
dA, = Schnittflache der Projektion des Flachenelements dS in die x-y Ebene

17
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<Y

Yz
Abb. 2.5: Druckkraft auf eine beliebig gekrimmte Flache
Im Kkartesischen Koordinatensystem fur diese Projektionen wird dann z.B. fur die x-Richtung

F = ”dFX = pgﬁszX
Ay Ax
mit Hz dA, =z, A,
AX
Mit zs, ist dabei der Abstand des Schwerpunktes S der Projektflache Ax vom Wasserspiegel
(z = 0) bezeichnet.
Fir die drei Komponenten gelten dann die Gleichungen
Fx = p gZS<Ax

F, =pgzg A, (211)
F,=pg [[zdA, =pgV
AZ

Der Betrag der resultierenden Druckkraft kann dann aus den drei Einzelkomponenten durch
F=pg[fznds=[F’+F’+F’ (2.12)
S

berechnet werden.

Die horizontale Komponente der Druckkraft in x-Richtung F ist demnach gleich dem Produkt
aus der Projektion der Flache in die z-y-Ebene und dem im Flachenschwerpunkt herrschenden
Druck pg zs«. Die Vertikalkomponente ist gleich dem mit pg multiplizierten Volumen
senkrecht Uber der gekrimmten Flache bisin die Hohe des Wasserspiegel s (Gewichtskraft).

18
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Da der Druck Uber die Flache nicht gleich verteilt ist, gehen die Druckkraft und ebenso ihre
Komponenten nicht durch den Flachenschwerpunkt S. Die Angriffspunkte der Horizontal-
komponenten F, und F, liegen tiefer als die jeweiligen Flachenschwerpunkte im sog. Druck-
mittel punkt D. Fur die Komponente F, sind dessen Koordinaten zpy und ypx. Deren Lage wird
Uber das statische Moment ermittelt. ES gelten

ZDx |]:X = IIZde ny |:H:x = IIdex
- pg.”‘zszX _ l, yo = pg_”yszX _ . (2.13)
pgzg A, zg A, pgzg A, zg A,

In den Gleichungen (2.13) bedeuten |, das Tragheitsmoment der Flache A beziglich der
y-Achse, |y, das Zentrifugalmoment beziglich der Achseny und z. Fir die Komponente F,
sind in analoger Weise Beziehungen fir die Koordinaten zpy, und Xpy abzuleiten.

Es gelten
I
Zp,, =—=
o Z Ay (2.14)
X —_ IXZ
> ZSy Ay

Aus den einzelnen Komponenten kann nach Gl. (2.12) die Gesamtkraft berechnet werden.

2.3.1 Auftrieb

Auf einen eingetauchten Koérper wirkt von alen Seiten der Wasserdruck. Wéahrend sich die
Horizontalkomponenten der Druckkraft gegenseitig aufheben, resultiert aus den Vertikalkom-
ponenten der sog. Auftrieb. Da die an der Korperoberseite angreifende Druckkraft stets gerin-
ger ist alsdigenige an der Kérperunterseite, entsteht eine Auftriebskraft Fa.

Abb: 2.6: Auftrieb auf einen eingetauchten K érper

Waéhrend in ruhendem Wasser die Richtung der Auftriebskraft entgegen der Richtung der
Erdbeschleunigung vorgegeben ist, sind bel bewegtem Wasser mit freier Oberflache auch fur
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die Auftriebswirkung die Niveauflachen mal3gebend, welche in der Regel nicht waagrecht
verlaufen.

Ganz algemein gilt fir einen eingetauchten Korper

dF, =dF,, —dF, =pgzdA,
mitz, -z, =z, und dA, aszugehdrige Projektionsflache einesinfinitesmal schmalen
Streifens.

Der Gesamtauftrieb des Korpersist somit
F, =F :pg”zndS:ng (2.15)
S
Je nach dem Verhdtnis Fa/Fg sinkt, schwebt oder steigt der Korper.
Die Auftriebswirkung ist auch fur die Ermittlung der Druckkraft auf eine beliebig geformte

Berandung von Bedeutung. In Abb. 2.7 ist ein waagrecht liegender Korper mit Rechteckquer-
schnitt eingezeichnet.

LMML “ “
nﬂ bn S
T n n

Abb. 2.7: Auftrieb bel einem waagrecht und geneigt angeordneten Rechteckquerschnitt

An seiner Unterseite wirkt nach den vorstehenden Erlauterungen ein héherer Auftrieb als die
Auflast an seiner Oberseite. Die Horizontalkréfte aus dem Druck auf die vertikale Berandung
heben sich gegenseitig auf. Der Auftrieb bleibt gleich, wenn der Korper leicht verdreht wird,
da sich hierbei sein Volumen nicht éndert. Mal3gebend sind hierbei wieder die Vertikalkom-
ponenten der Druckkréfte auf alle vier Begrenzungsflachen.

Die Abhangigkeit der Auftrieb- bzw. Auflastwirkung von der Orientierung der Fléchennor-
malenn ist in Abb. 2.8 am Beispiel eines eingetauchten Zylinders mit Kreisprofil demon-
striert.

v

(00

Abb. 2.8: Auftrieb beim Kreisquerschnitt
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Hierbei ist ein Winkel a als der von der Flachennormalen n mit der positiven z-Achse einge-
schlossene Winkel definiert. An der Oberflache des Korpersist eine Auflast wirksam, wenn

o =180° £ 90°
betragt. Der Korper erfahrt Gber seine Berandung einen Auftrieb, wenn fir
a = (360) 0° + 90°

anzusetzen ist. An der vorgegebenen Geometrie ist leicht nachzuvollziehen, dass die Auflast-
wirkung die Zylinderoberseite, die Auftriebswirkung die Zylinderunterseite erfasst.

2.3.2 Druckkraft auf die ebene Wand

Betrachtet wird der allgemeine Fall einer um den Winkel € gegen die Horizontale geneigten
Wand. Diese Darstellung hat den Vorteil, dass sie fur beliebige Winkel € algemeinglltige
Aussagen liefert und so z. B. auch den Sonderfall der senkrechten Wand fur € = 90° mit ab-

deckt. Nach Gl. 2.12ist F=pg j j zndA . Dabei der ebenen Wand die Richtung der Druck-
kraft bekannt ist, werden nur noch die Betrage bestimmt. Demnachist F=pgz A .

Abb. 2.9: Druckkraft auf eine geneigte Wand

Dies entspricht dem Gewicht der Flussigkeitssdule mit der Grundfléache A und dem lotrechten
Abstand zs ihres Schwerpunktes von der Oberflache as Hohe. Nach Gl. 2.13 gilt fir den
Druckmittel punkt

s (2.16)

Beispiel 2.3: Druckkraft auf eine Rechteckflache mit A = blh entsprechend Abb. 2.10
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Abb. 2.10: Druckkraft auf eine Rechteckflache in einer geneigten Wand

Nach Gl. (2.11) ist

F=pgzsbh=pgb3(z, +2,)h =pgbf

Mit f istin Abb. 2.10 die sog. Druckfigur bezeichnet. Fiir das Beispiel ist f =%(z1 +2,)h
Der Abstand zwischen S und Druckmittelpunkt D ist

oo ls _ bn® _ h?
(A 120gbh 12

““““““““““““ Z,

Abb. 2.11: Druckfiguren bei Auftriebwirkung

Besondere Bedeutung kommt dem Sonderfall der geneigten Wand zu, bei welchem € > 90°
betragt. Fur den unter Ziff. 2.3.1 definierten Winkel a gilt hier a <90°. Auch hier steht die
resultierende Druckkraft F senkrecht auf der Berandung und weist somit eine vertikal nach
oben gerichtete Komponente F, auf. Damit wird die Auftriebswirkung angedeutet.

Die Komponenten der Druckkraft F, und F, werden hier zweckmal3igerweise Uber die Druck-
figuren bestimmt (Abb. 2.11). Die Projektionen der Hohe h der Fléche in die z- und x-Ebene
sind hierbei hsin (180°-€) und h cos (180°-¢). Multipliziert mit dem Schwerpunktabstand
zs=0,5(z; + z ,) werden erhalten

f, =z,hsin(180° —¢)
f, =z,hcog180° —¢)

Bel der senkrechten Wand ist € = 90° und damit sin € = 1,0. Dieser Fall ist nicht nur fir die
Berechnung der Belastung auf Behdterwande wichtig. Er stellt gleichzeitig auch einen Quer-
schnitt durch ein kinstliches Gerinne mit Rechteckquerschnitt dar. Die nachstehenden For-
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meln beschreiben demnach auch die Belastung der Gerinnewand. VVon Bedeutung ist auch der
Angriffspunkt der Druckkraft auf die Seitenwand, der im Abstand von zwei Dritteln der Was-
sertiefe von der Wasseroberflache erfolgt.

||| 4
N

2
2y

- FX

.

A

Abb. 2.12: Druckkraft auf eine Gerinnewand

F=pgzby mit zS=X
by?
F=pg—
P9 5
3
zZ,=2z,+ | :X+ 2by :X+X:Ey
zA, 2 12yyb 2 6 3

Beispiel 2.4: Kraftwirkung auf eine Wand nach Abb. 2.13, die auf beiden Seiten eingestaut ist. In diesem Fall ist
die resultierende Druckkraft zu bestimmen.

||‘q

Yol AL hv4

u

E - F Yu

Abb. 2.13: Druckkréfte auf eine Stauwand

2 2
F=FK-FK :%pgb(yo -yu))

Angriffspunkt der resultierenden Druckkraft von der Sohle yp oder vom Wasserspiegel zp Uber Momentenansatz.

2.3.3 Druckkraft auf einfach gekrimmte Flachen

Fur die resultierende Druckkraft ganz allgemein ist auch hier Gl. (2.12)

F :pgjjzndA (2.12)

anzuwenden. Im Sonderfall der einfach gekrimmten Fl&che bleibt die Betrachtung auf die
y-Ebene mit den Koordinaten z und x beschrankt. Es sind daher nur die Komponenten F, und
F, zu bestimmen, die nach GI. (2.11) definiert sind
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F = ngJ'szx =pgzA,
F, =pg [[zdA, =pgV
Zweckmaldigerweise werden die Komponenten der Druckkraft Uber die Druckfiguren be-

stimmt (Abb. 2.14). Bel der x-Komponente ist diese unabhangig von der Gestalt der betrach-
teten Wand. Fir die Breite b ist

2

F, =pgb[zdz = pgbfx:pgbh?

Abb. 2.14: Resultierende Druckkraft auf eine einfach gekrimmte Flache

Bel der z-Komponente sind wasserseitige Auflast- und |uftseitige Auftriebskréfte gegenein-
ander aufzuaddieren. Hierbel spielt der FuRpunkt der Wand eine besondere Rolle. Die zuge-

horigen Druckfiguren f, = _[ zdx sind gegebenenfalls planimetrisch zu ermitteln.

Auflast : L F,=pgbf,,
Auftrieb: t F, =pgbf,

Gesamtdruckkraft: F=4/F*+F,’

Beispiel 2.5: Druckkraft auf ein Walzenwehr vom Radiusr (Abb. 2.15), auf welches oberstrom ein Wasser-
stand y,, unterstrom ein Wasserstand y,, einwirken.

Yo

Abb.: 2.15: Wazenwehr

Die fir die Ermittlung der Komponenten der Wasserdruckkraft benétigten resultierenden Druckfiguren sind aus
Abb. 2.16 zu ersehen. Im einzelnen sind bei einer Breite b des Walzenwehrs
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Horizontalkomponenten Fiy:
F. =pgbf, =pgb=(y:-y?)
x pg x pg 2 yo yu

Vertikalkomponente F
F, =pgbfz=pgb(f, +f,,)

Abb. 2.16: Druckfiguren

_mr?(180-a) 1.y .
f21_T+E(y° r)rsina

fo =y 5 -y, )rsing

Die oberstrom wirkende Auflast infolge y,> r wird durch eine gleichgrof3e Auftriebswirkung im entsprechenden
Bereich angeglichen. Die Wirkungdlinie der resultierenden Wasserdruckkraft F geht durch den Walzenmittel-

punkt.

2.4 Schwimmfahigkeit von Korpern

Bel der Untersuchung der Schwimmfahigkeit muss der Nachweis erbracht werden, dass fir
den Gleichgewichtszustand, bei dem die Auftriebskraft Fa die Gewichtskraft Fg ausgleicht,
ein ausreichendes Freibordmal3 f des Schwimmenden Korpers vorhanden ist. Der Anteil des
Korpers, welcher sich infolge der Gewichtskraft unter Wasser befindet, wird durch die Ein-
tauchtiefe s gekennzeichnet. In Abb. 2.17 ist eéin schwimmender Kérper dargestellt, der unter
dem Eigengewicht eine gewisse Eintauchtiefe aufweist.

|

||| 4

Abb. 2.17: Schwimmender Vollkérper mit px < p

Fir diesen Korper errechnet sich das Korpergewicht Uber das Koérpervolumen Vg und die
Dichte px zu Fc = pk g Vk. Bel der Bestimmung des Auftriebs muss von dem verdrangten
Wasservolumen Vy ausgegangen werden. Die Auftriebskraft ist dann Fa = p[dVy. Aus diesen
beiden Beziehungen kénnen unter Verwendung der Bezeichnungen in Abb. 2.17 die Eintauch-
tiefes und des Freibordmal3esf bestimmt werden. Fir den Vollkorper muss fur die Dich-
ten px < p gelten. Fir die einzelnen Volumenanteile gilt dann wegen der Gleichgewichtsbe-
dingung
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P« OVi =P 9 (Vy +V,)=paV,

Daraus kann dann fr das durch das Freibord eingenommene Volumen V; die Beziehung

V, = {i - 1} v, (2.18)

K

abgel eitet werden.

Fur einen Korper mit einer rechteckigen Grundflache A wird entsprechend Gl. (2.18)

f A :{i—lJa;m
Py

Weiterhin gelten die Beziehungen

f+s=h=Fs . s=Pxjp
p

Pk
f=h (1—p—KJ (2.19)
p

Weist das Material des im Wasser befindlichen Korpers eine hohere Dichte as das Wasser
auf, so muss wegen px > p fur die Volumen Vy > Vi sein. Diese Bedingung ist nur fir einen
Hohlkorper zu erfillen.

Wird ein schwimmender Korper mit px < p zusétzlich durch ein zu transportierendes Ge-
wicht F_ belastet (Abb. 2.18), dann muss dies in der Gleichgewichtsbedingung beriicksichtigt
werden. Es gilt dann

Fc+F.=Fa

Durch das Einsetzen der zugehérigen Voluminawird dann

Abb. 2.18: Schwimmender Korper mit Auflast

ng(Vv +Vf)+FL =pgVv,

V, = {£—1va it (2.20)
pK ng
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Neben dem Schwimmvermdgen muss auch die Stabilitdt schwimmender Korper untersucht
werden. Bel der Konstruktion ist darauf zu achten, dass der Koérperschwerpunkt unter dem
Schwerpunkt des verdrangten Volumens liegt. Die Schwimmlage ist stabil, wenn bei einer
Auslenkung ein riuckstellendes Moment zwischen der im Verdrangungsschwerpunkt angrei-
fenden Auftriebskraft und der im Korperschwerpunkt anzusetzenden Gewichtskraft entsteht.

2.5 Flissigkeitsmanometer

Friher wurde das FlUssigkeitsmanometer in der Versuchstechnik haufig eingesetzt zur Druck-
messung. Die nachstehend angefiihrten Beispiele dienen dem Verstandnis der Hydrostatik.
Nach dem Prinzip der kommunizierende Rohre arbeitet die Schlauchwaage.

lpo

Abb.: 2.19: Standrohr
Der einfachste Fall eines FlUssigkeitsmanometers (Abb. 2.19) ist die Druckbohrung an einem

Behdlter, an welche ein Standrohr (Piezometerrohr) angeschlossen wird. Das Fluid in Behdlter
und Standrohr ist Wasser. Esist

p, =pgh,

Damit erfolgt die Druckmessung direkt Uber den Flissigkeitsstand.
Im Piezometerrohr ist eine Sperrflissigkeit der Dichte pg (Abb. 2.20). Bezuglich der Niveau-
flache I-I gilt

p =p,+pgh, =pghh
Werden die beiden Dichten beachtet, so wird
P =9(psAh-ph,)
Flr p <<pg z. B. bei Quecksilber, ist dann

P, =psgAh
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Abb. 2.20: Standrohr mit Sperrflissigkeit

Messung eines Druckunterschiedes zwischen zwei Druckbohrungen in einer Rohrleitung mit
Hilfe einer Sperrflussigkeit ps > p (Abb. 2.21):

Abb. 2.21: Differenzdruckmessung

Fur die Niveauliniel - | gilt
p =p,+pgh, =p, +pg(h, ~Ah)+psgAh
P, =P, =Ap=pg(h, —h, —Ah) +pgAh
Im horizontalen Rohr ist hy = h,, demnach gilt

Ap=gAh(p,—p)

2.6 Spiegellagen in bewegten Gefal3en
Durch die Berandung wird ein Ausflief3en verhindert, so dass auf die trége Masse zusétzlich

zur Erdbeschleunigung weitere Beschleunigungen ausgetibt werden kdnnen. Die Auslenkun-
gen der freien Oberflache werden dabel immer im Gleichgewichtszustand unter der Einwir-
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kung konstanter Beschleunigung betrachtet. In diesen Fallen ist das Wasser innerhalb des
Gefél3es wieder in relativer Ruhe. Die Spiegellage der Oberflache entspricht immer der Ni-
veauflache mit p = pa. Allgemein gilt nach Gl. (2.5)

adx+ady+adz=0

Werden auffer der Erdbeschleunigung a, = g Zusatzbeschleunigungen ausgelibt, so verformt
sich die zunéchst horizontal e Oberflache.

Bel der Betrachtung der Kraftwirkung im bewegten, beschleunigten Bezugssystem gilt grund-
sétzlich, dass sich fir den bewegten Beobachter ein dynamisches Gle chgewicht zwischen der
Antriebskraft F und der Tragheitskraft Fr einstellt (d'Alembertsches Prinzip):

F+F, =0 F+ma=0

Die Tragheitskraft Fr ist der Antriebskraft entgegengerichtet, gleiches gilt auch fur die Be-
schleunigungen.

2.6.1 Anfahrbeschleunigung

Die Beachtung der Anfahrbeschleunigung ist nicht nur beim Schrégaufzug der Schiffshebe-
werke von Bedeutung, in jedem Tankfahrzeug sind Vorkehrungen fir die Relativbewegung
des trangportierten Fluids zu treffen. Hier wird der allgemeine Fall der Beschleunigung auf ei-
ner schiefen Ebene behandelt. Die Fahrzeugbeschleunigung a wird in die x- und z-Kompo-
nente aufgeteilt (Abb. 2.22). Durch Uberlagerung mit der Erdbeschleunigung kann die resul-
tierende Beschleunigung ermittelt werden. Die sich einstellende freie Oberflache steht dann
senkrecht zur Richtung der resultierenden Beschleunigung.

,}La sino

a cosa

Abb.: 2.22: Geradlinige Beschleunigung

Fahrzeugbeschleunigung a, somit

sina

= cosa

o [P o |P

Beschleunigung durch das Auftreten der Tragheitskraft
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a=-a
Die Komponenten der Beschleunigungen sind

a, = -—acosa
a, = g+asna

Die Gleichung fur die Niveauflache ist somit wegen
a dx+a,dz=0
—acosadx +(g+asina)dz=0

Durch Integration wird daraus

acosax =(g+asna)z+C,

wobei C durch die Randbedingungen zu bestimmen ist. Da der Koordinatenursprung in Fahr-
zeugmitte liegt, aus Kontinuitdtsgrinden demnach an diesem Punkt keine Auslenkung des
Wasserspiegels erfolgt, gilt fur diese Randbedingungen x = 0; z = 0 und somit C = 0.

Der Neigungswinkel 3 gegen die Horizontale kann dann Uber das Verhdltnis a/a, zu

tan =acosa/(g+asna) (2.15)

berechnet werden. Die Druckverteilung in der Vertikalen wird durch die Beschleunigung &,
Uber p=p(g+ asina)z bestimmt. Bel einer reinen Horizontal beschleunigung (a = 0) kommt
es daher wohl zu einer Verkippung des Wasserspiegels, nicht dagegen zu einer Beeinflussung
der hydrostatischen Druckverteilung in der Senkrechten.

2.6.2 Rotation eines flUssigkeitsgefillten Zylinders

Beim rotierenden Gefdl ist das Zusammenwirken von Erdbeschleunigung und der von der
Entfernung von der Drehachse abhangigen Zentripetal beschleunigung besonders gut zu beob-
achten. Auch hier ist die Oberflache wiederum eine Niveauflache. Wegen der Rotation des
Gefélles um die z-Achse werden fur die Beschreibung zweckmaliigerweise Zylinderkoordina-
ten mit r, ¢, und z gewahlt. Fir den betrachteten Zustand sind im rotierenden Gefal3 die ein-
zelnen Wasserteilchen gegentiber der umgebenden Berandung in Ruhe.

Bel der Drehung des Gefél3es mit einer konstanten Umfangsgeschwindigkeit muss jedes Flis-
sigkeitsteilchen nach innen beschleunigt werden (Zentripetal beschleunigung), da es sich sonst
unter der Wirkung der als Fliehkraft wirkenden Trégheitskraft nach auf3en bewegen wirde. Es
wirken ein die von der Umfangsgeschwindigkeit v abhangige radiale Beschleunigung & und
die in z-Richtung vorhandene Erdbeschleunigung a; = g (Abb. 2.23). Die Gleichung fir die
Niveaufl&che ist somit:

adr+adz=0

Die infolge der Tragheitskraft wirkende Fliehbeschleunigung kann mit Hilfe der Winkelge-
schwindigkeit w oder durch die Umfangsgeschwindigkeit v, dargestellt werden. Fur die Win-
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kelgeschwindigkeit ist « =¢ =d¢ / dt =const. Die Umfangsgeschwindigkeit ist mit der Win-
kelgeschwindigkeit Uber die Beziehung vy, = wr verknipft. Die Fliehbeschleunigung ist dann
durch a, =w’r =v;/r gegeben. Firr die Niveaufl&che gilt somit w?rdr +gdz = 0.

—¥

Abb.: 2.23; Flissigkeit in einem rotierenden Behalter

Nach der Integration ist (r%2) w? = -gz + C, worauswegen z =z, furr =0

(2.16)

ein Ausdruck fur den Unterschied Ah des Wasserspiegels zwischen der Achse und dem Behdl-
terrand
R*w’
29
folgt. Gl. 2.16 stellt eine Parabel dar. Die Niveauflachen im rotierenden Gefal3 sind deshalb
Rotationsparaboloide, welche im Innern des Fluids parallel zur Oberflache verlaufen. Der Nei-

gungswinkel 3 der Niveaulinie gegentiber der Senkrechten ist an jedem Punkt durch das Ver-
héltnis der beiden Beschleunigungen

Ah=z,-(-z) =

2 V2
tan B = ﬂ = _4)
rg
Bel bewegten FlUssigkeiten, z. B. in einem Fuss, wirkt in Kriimmungen auf jedes Wasserteil-
chen auch die Fliehkraft, die sich dann einstellenden Niveaulinien werden alerdings von an-
deren Gesetzmal3igkeiten gepragt.

2.7 Druckverteilung in Flief3ggewassern
Wegen der unregelméldig verlaufenden Sohle bei nattirlichen Gerinnen wird die Wassertiefe y

in der Vertikalen gemessen. Die manchmal zu findende Angabe der Wassertiefe h senkrecht
zur Sohle ist nur be kiinstlichen Gerinnen sinnvoll. Der Abfluss in offenen Gerinnen ist ver-
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bunden mit einem Wasserspiegelgefdle in Fliefrichtung. Da der Wasserspiegel zugleich die
Niveaulinie mit dem Uberdruck Null verkorpert, sind im Fliegewasser die Niveaulinien par-
allel zum Wasserspiegel. Da Niveaulinien immer senkrecht zu den wirksamen Be-
schleunigungen verlaufen, ist hier eine Erklarung fir diese Erscheinung angebracht.

Bel der gleichformigen Bewegung ist die Geschwindigkeit 1angs des Gerinnes konstant. Im
Gleichgewichtszustand zwischen Antriebs- und Widerstandskréften wird dabei der An-
teil gsine der Erdbeschleunigung zur Aufrechterhaltung der Flieffbewegung bendtigt. Die
resultierende Beschleunigung g cose steht demnach senkrecht zur Niveaulinie der freien
Oberflache.

ADbb. 2.24: Sohlendruck im Flief3gewasser
Die Druckhohe an der Gerinnesohle wird nach der Abb. 2.24 bei der Wassertiefe y durch

P - hoose = y cos” € (2.17)

P9

bestimmt.
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Formelzeichen zu Kapitel 2

Zeichen Benennung Einheit
a Beschleunigung m/s’
A Schnittflache m’
Ay Projektion einer Flache in die x-Ebene m?
A, Projektion einer Flache in die y-Ebene m?
b Breite m
e Abstand Flachenschwerpkt. -

Angriffspkt Druckkraft m
F Kraft N
f Druckfigur, m?
Freibordmal} m
g Erdbeschleunigung m/s’
h Druckhthe m
I Trégheitsmoment m*
m Masse kg
n Normalenrichtung -
p Flissigkeitsdruck Pa
Pa Atmosphérendruck Pa
P Dampfdruck Pa
r Radius m
S Eintauchtiefe m
S Oberflache m?
Y, Volumen m*
X, Y, Z kartesische Koordinaten m
Zs Abstand Flachenschwerpkt.- Oberflache m
Zp Abstand Druckangriffspkt.- Oberflache m
a, B Neigungswinkel -
€ Neigungswinkel einer schragen Fléche
gegen die Wasseroberflache -
P Dichte kg/m®
Po Dichte der Normatmosphére auf Meereshéhe  kg/m®
w Winkelgeschwindigkeit s
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Aufgabe 2.1

Was versteht man unter Kavitation und wie wird diese durch die Temperatur beeinflusst?

Aufgabe 2.2
Das dargestellte Gefald ist mit Wasser gefilllt. Ein Rohr, das am Geféal3boden angeschweif3t ist und das in der

skizzierten Art mit Quecksilber gefillt ist, stellt eine Verbindung zur AuRRenluft her.

o
R

— Wiehoch ist der Quecksilberstand ein m?
— Wiehoch ist der Druck im Punkt A?
—  Geben Sie diesen Druck in folgenden Einheiten an: kN/m2, Pa, mWs, mHg, bar

a=05m d=10m
b=10m Pw/Po= /13,5
c=04m
Aufgabe 2.3
20 | v
A+ Z
1 2,0
771,0 9,0
2 11,0
1,5
1,5

VR —

2,0 20

Das dargestellte Becken enthalt die beiden Aussparungen
1 und 2 und ist mit Wasser geflillt.

- Stellen Sie die Verteilung des horizontalen Wasserdrucks auf die rechte Wand dar.
—  Welche Horizontalkraft in kN/m ergibt sich aus dieser Druckverteilung und in welcher Héhe z greift sie an?
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Aufgabe 2.4

Eine mit Flussigkeit gefiillte Halbkugel ist Uber ein Rohr mit einem oben offenen Gefél3 verbunden, dessen Was-
serspiegel um die Hohe h dem Grundkreis der Halbkugel liegt.
Wie gro3ist die vertikale Druckkraft auf die Innenfléche der Halbkugel ?

Aufgabe 2.5
Ein mit Wasser gefilltes GeféR steht auf einer Waage. Wie dndert sich die Anzeige, wenn man einen Finger in

das Wasser eintaucht?

Aufgabe 2.6

‘ Prs Vi

Ein zylindrisches Gefal3 (Grundflache A, Hohe H) ist bis zur Héhe h mit Flissigkeit der Dichte p g gefiillt. Wel-
ches Volumen Vi darf ein auf die Fliissigkeit gesetzter Korper der Dichte p k <p g hochstens haben, damit
das Gefal3 nicht Uberlauft?

Aufgabe 2.7

Cartesianischer Taucher: Ein nach unten offener Hohlkorper (z. B. ein Reagenzglas) mit dem Leergewicht G
wird in Wasser (Dichte p,,) eingetaucht. In dem Hohlkorper ist €ine Luftmenge (Masse m) eingeschlossen, durch

deren Auftrieb der Hohlkdrper in der Wassertiefe z schwimmt. Der &uf3ere Luftdruck p, und die konstant blei-
bende Temperatur T der eingeschlossenen Luftmenge seien bekannt.

A

z
Luft

\ 4

- Welche Bedingung muss zwischen diesen GrofRen erfillt sein, damit der Taucher in der Wassertiefe z im
Gleichgewicht ist?
- lst das Gleichgewicht stabil gegen eine Anderung der Wassertiefe?
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Aufgabe 2.8

r=6,0m

A

|||<

30°

d=3,0m

A
4

a=5.2m

— Zeichnen Sie bei dem dargestellten Kreis-Segmentschiitz die Druckfiguren fir die vertikale und horizontale
Kraftkomponente, sowie die resultierende Druckfigur direkt am Schiitz.

—  Weélche Gréfie hat die aus der Wasserbel astung resultierende Kraft pro Ifd m.?
- WiegrolRist das sich aus der Wasserbel astung ergebende Moment, wenn das Drehlager im Kreismittel punkt
liegt?
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3 Kinematik der Fllssigkeiten

Kinematik ist die Lehre von der Bewegung der FlUssigkeiten ohne Beriicksichtigung von
Kréften.

3.1 Betrachtungen im Strémungsfeld

Fur die Anwendungen im Bereich des Bauingenieurwesens sind auf3erordentliche Unter-
schiede in der Ausdehnung des zu betrachtenden Strémungsfeldes zu beachten. Als Str6-
mungsfeld wird fir diese Anwendungen der jewells von der FlUssigkeit eingenommene Raum
bezeichnet. Im Falle eines Sees ist dies demnach das gesamte Wasservolumen zwischen der
Seeoberflache und dem Seegrund, im Grundwasserleiter die komplexe von der Fllssigkeit ge-
flllte Porenstruktur innerhalb der Gesteinsmatrix. Die Behandlung der Strdmung unter diesen
variablen Bedingungen setzt voraus, dass die Anwendung entsprechender Rechenregeln den
Abmessungen des jeweiligen Stromungsfeldes gerecht werden. Ein FlUssigkeitsteilchen mit
dem Volumen V wird demnach so definiert, dass seine Abmessungen klein sind im Vergleich
zum zu beschreibenden Stromungsfeld. Gleichzeitig muss diese Abmessung noch grol sein
im Vergleich zum Molekilabstand. Selbst fir eine Porenabmessung als Beispiel fur die untere
Grenze eines Stromungsfeldes in der GréRenordnung von 0,1 mm, also 10 m, wird dies of-
fensichtlich erflllt, da das Verhdltnis dieser Grole zum Molekilabstand (s. Kap. 1) immer
noch im Bereich von 10* liegt.

Wird die Geschwindigkeit dieses Flissigkeitsteilchens betrachtet, so sind davon alle Molekile
innerhalb seines Volumens erfasst. Bei der Ausdehnung der Betrachtung auf das gesamte
Stromungsfeld kann dieses als vollstandig mit einzelnen Flissigkeitsteilchen belegt und somit
als Kontinuum behandelt werden.

3.2 Beschreibung der Bewegung innerhalb des Stromungsfeldes

Die fehlende Formbestandigkeit des Flissigkeitsteilchens erschwert die Behandlung der Flis-
sigkeitsbewegung analog zu der Bewegung des Massenpunkts in der Festkdrpermechanik. Bei
der materiellen Betrachtung (L agr angesche Methode) folgt man der Bewegung eines Flissig-
keitsteilchens. Seine Anfangslage ist zum Zeitpunkt t =ty durch die Festlegung des Ortsvek-
torsr (t =tg) =ro und den an diesem Ort vorhandenen Geschwindigkeitsvektor v (t = tp) gege-

ben.
v(r,,t)

v(ry,t)

/

t, t

/

> Zeit
Abb. 3.1: Lagrangesche Methode
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Die Bewegung des Teilchens ist dann durch die Angabe des zeitabhéngigen Ortsvektors im
Hinblick auf ein gewahltes Koordinatensystem zum jeweiligen Zeitpunktt bestimmt
(Abb. 3.2)

Dadie Verfolgung von einzelnen Flissigkeitsteilchen wenig aussagekraftig ist, hat sich in der
Stromungsmechanik die Feldbeschreibung oder Eulersche Methode durchgesetzt, welche
O. Tietjens wie folgt beschreibt:

,Die grofde Leistung Eulers, die ihn zum Begrinder der Hydrodynamik werden lief3, liegt
darin, dass er die Newtonsche Auffassung eines diskreten FlUssi gkeitspunktes aufgab und statt
dessen den Begriff des Geschwindigkeitsfeldes und des Druckfeldes einfihrte. In den nach
Euler benannten Differentialgleichungen beziehen sich deshalb die einzelnen Glieder dieser
Gleichung nicht auf Flissigkeitsteilchen, sondern auf Raumpunkte und auf die in ihnen vor-
handenen Feldgroien wie Geschwindigkeit, Druck und Dichte sowie auf deren raumliche und
zeitliche Anderung.*

Nach der Eulerschen Methode wird demnach die Geschwindigkeit v(r, t) an einem bestimm-
ten Punkt beschrieben. Zu einem spéteren Zeitpunkt befindet sich am gleichen Ort ein anderes
Flissigkeitsteilchen. In einem kartesischen Koordinatensystem kann die Geschwindigkeit bei
dieser Methode als Funktion v = v(t, X, y, Z) angegeben werden, wobei mit x, y, z die Feldko-
ordinaten des betrachteten Punktes des Stromungsfeldes bezeichnet sind. Ortsfeste Sonden im
Stromungsfeld ermitteln demnach die Geschwindigkeit nach der Eulerschen Methode.

3.3 Allgemeine Beschreibung der Feldgrofen und ihrer Verénderung

Die Verwendung der Eulerschen Methode zur Beschreibung des Geschwindigkeitsfeldes hat
natdrlich auch Auswirkungen auf die Beschreibung der anderen Feldgréfien. Solche Feldgro-
3en sind z. B. die skalaren Grof3en Druck und Temperatur. Ihre Verénderung im betrachteten
Feld und der mogliche Zusammenhang dieser Verdnderung mit der Einwirkung anderer Feld-
grofden ist zu beschreiben. Grundlegend dabei ist, dass bel einer Strdomung an einem be-
stimmten Ort des Feldes laufend neue Flissigkeitstellchen erscheinen. Eine beliebige Flache
innerhalb des Feldes wird deshalb nicht nur laufend von neuen Flissigkeitsteilchen durch-
stromt, es kommt beztglich dieser Fléache auch zu einem Durchsatz von den an die Teilchen
gekoppelten physikalischen Eigenschaften. In diesem Zusammenhang wird dann von einem
auf die Zeiteinheit bezogenen Fluss oder Strom gesprochen. Im physikalischen Sinne handelt
es sich dabei um die Ableitung der entsprechenden Grél3e nach der Zeit am betrachteten Ort.
So kommt es zu einem V olumenstrom, wenn nur das durchflief3ende V olumen von Bedeutung
ist, zu einem Massenstrom, wenn Dichtedanderungen zu beachten sind oder zu einem Tempe-
raturfluss. Bei diesen drei Beispielen haben die transportierten Grof3en skalare Eigenschaften,
wéhrend beim Transport von Impuls der sog. Impulsstrom vektorielle Eigenschaften aufweist.

Anderungen in den Abmessungen des Stromungsfeldes haben ebenso Riickwirkungen auf die
Feldgrofien wie z. B. bel bestimmten Eigenschaften die Lage im Feld selbst. In der Hydrosta-
tik wurde bereits die Verdnderung des Druckes in Abhéngigkeit von der Entfernung vom
frelen Wasserspiegel beschrieben. Unter alleiniger Wirkung des Schwerefelds der Erde wird
hier die lineare Zunahme mit der Uberdeckung festgestellt. Die Druckverteilung weist dem-
nach ein Gefélle in Richtung der z-Achse auf. Unter der Einwirkung von zusétzlichen Be-
schleunigungen kdnnen Druckveranderungen auch in die beiden anderen Richtungen des kar-
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tesischen Bezugssystems hervorgerufen werden. Im dreidimensionalen Feld kann daher die
skalare Grof3e des Druckes Gefdlle nach den unterschiedlichen Richtungen aufweisen. Diese
Gefélle werden durch die partiellen Ableitungen des Druckes nach den entsprechenden Rich-
tungen gebildet. Symbolisch wird dieses Vorgehen der partiellen Ableitung einer skalaren
Grof3e nach den Feldkoordinaten als der Gradient der betrachteten Groéfe, im vorliegenden
Fall des Druckes bezeichnet. Der zugehtrige Operator grad steht also stellvertretend fir die 3
partiellen Ableitungen d/0x, d/dy, 0/0z. Somit ist

0 GT {@@@T

radp=|— — —
gradp {ax dy 0z o0x dy 0z

Durch die Kennzeichnung mit dem Superscript T wird verdeutlicht, dass die Anordnung der einzelnen Terme aus
Platzgriinden in einer Zeile und nicht, wie eigentlich erforderlich, in einer Spalte geschieht. Als Transponierte ist
der Ausdruck in dieser Schreibweise korrekt.

Bel Seen stellen sich wegen der Temperaturanomalie im Sommer und Winter unterschiedliche
Temperaturgradienten ein. Im Sommer nimmt die Temperatur von der Oberfl&chentemperatur
mit zunehmender Tiefe bis auf den Wert von 4° C ab. Im Winter steigt diese dagegen beim
zugefrorenen See im freien Wasser von 0° C unter der Eisdecke bis auf 4° C am Grund an.
Trotz dieser unterschiedlichen Temperaturgradienten ist die Schichtung in beiden Fallen sta-
bil, da fur die Stabilitét der Schichtung die Dichteverteilung malf3gebend ist. Der Dichtegra
dient nimmt in beiden Jahreszeiten mit der Tiefe zu. Der unterschiedlich gerichtete Tempera-
turgradient dagegen bestimmt die Richtung des diffusiven Warmeflusses, welcher jewells in
Richtung zur niedrigeren Temperatur verlauft.

Ein Stromungsfeld mit der Geschwindigkeit Null wie in den vorgenannten Beispielen be-
leuchtet nattrlich nur einen Sonderfall. Transportvorgange im Stromungsfeld werden in
erster Linie gepragt von der Bewegung der FlUssigkeitsteilchen, dem konvektiven Transport.
Dieser Transport wird demnach unmittelbar beeinflusst von der Veranderung der Geschwin-
digkeit selbst. Da diese eine vektorielle Grofde darstellt, kann der Gradientenoperator nicht
ohne weiteres auf sie angewendet werden, obwohl auch der Begriff des Geschwindigkeits-
gradienten fur die Beschreibung des Stromungsfeldes und spéter auch fir die der wirksamen
Krafte im Inneren des Feldes bedeutsam ist. Erforderlich ist deshalb im Zusammenhang mit
der Geschwindigkeit eine Normierung ihrer Richtungen beziglich der betreffenden Feldko-
ordinaten. Im kartesischen Koordinatensystem bedeutet dies eine Zerlegung in die Kompo-
nenten vy, vy und v,. Nachdem fur diese Komponenten an jedem Punkt des Stromungsfeldes
die Richtung bekannt ist, konnen sie wie skalare Grofen in ihren Verénderungen beschrieben
werden (Néhere Angaben hierzu in Kap. 3.4).

Dies soll zunéchst an einem Beispiel erlautert werden. Betrachtet wird dazu in Abb. 3.2 das
Stromungsfeld im Bereich eines sich verengenden Rohrstiicks (Duse). Die Hauptstrémungs-
richtung wird dabel durch die Komponente vy beschrieben. Diese erféhrt im Bereich der Diise
aufgrund des Gesetzes vom Massenerhalt (s. Kap. 4.1) eine Zunahme, welche durch den An-
Satz

v _0v,

X dx = v, dt
d X 0X
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—>‘ dX ‘<—

Abb. 3.2: Geschwindigkeitsveranderung in einer Dise

wiedergegeben werden kann. Im Bereich der Verengung treten wegen der Vorgabe durch die
Berandung des Stromungsfeldes auch die Geschwindigkeitskomponentenvy, und v, auf
(zweckmaligerweise wirden diese wegen der Rotationssymmetrie zu einer radialen Ge-
schwindigkeitskomponente v, zusammengefasst). Diese verschwinden wohl auf der Achse des
gegebenen Stromungsfeldes, im Stromungsfeld aul3erhalb der Achse sind jedoch auch die
partiellen Ableitungen dieser Komponenten nach den 3 Richtungen vorhanden. Naher wird
auf die Veranderung der Geschwindigkeit im Stromungsfeld im nachfolgenden Kapitel 3.4
eingegangen.

Bei der partiellen Ableitung der skalaren Feldgrdfie entstehen drel Komponenten, welche ei-
nen Vektor charakterisieren. Dieser Vektor steht in einem speziellen Zusammenhang mit aus-
gezeichneten Flachen bzw. Linien des betrachteten Feldes. So bilden, wie bereitsim Kapitel 2
erlautert, die Richtungsableitungen des Druckes den Normalenvektor zu den Niveaufl&chen.

3.4 Geschwindigkeit und Beschleunigung

Unter Geschwindigkeit ist in der Hydraulik unter Bezug auf die Euler sche Methode die Flief3-
geschwindigkeit eines FlUssigkeitsteilchens an einem Punkt des Stromungsfeldes zu verste-
hen. Die Geschwindigkeit v ist eine vektorielle Gréle, die eine Funktion des Ortes und der
Zeitist.

Langel m

v=v(r,t)in _
Zeitt s

In der Hydraulik wird die Geschwindigkeit in der Einheit m-s*, also in Meter/Sekunde ange-
geben. Ist die Veranderung der Lage eines Flussigkeitsteilchens innerhalb der Zeiteinheit
durch die Ortsvektoren r und r’ angegeben, dannist wegenr’ =r + ds das Wegelement ds

ds

Abb. 3.3: Wegdnderung
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ebenfalls eine vektoriel le Grofie und kann in kartesischen Koordinaten durch

ds(r,t) = [dx dy dz]’
ausgedrickt werden.

Definitionsgemald ist dann die momentane Geschwindigkeit am Ort mit dem Ortsvektor r
durch dasin der Zeiteinheit durchlaufene Wegelement fur den Grenztibergang ds — 0 zu

ds
V=— 31

o (3.1)
gekennzeichnet. Im Fall des kartesischen Koordinatensystems mit den entsprechenden Ein-
heitsvektoren i, j, k fur die x, y und z-Richtung ist

cdx .dy |, dz _{dx dy dzT

dt dt dt

vai—+j—+k—=

dt " dt dt
oder v=iv, +jv, +kv, (3.2

Im allgemeinsten Fall zeigt wegen der Abhangigkeit der Geschwindigkeit von Ort und Zeit
auch jede der Geschwindigkeitskomponenten diese Eigenschaft, z.B. gilt fir die
x-Komponente:

v, =f (x,y,z1)

Wegen dieser funktionalen Abhangigkeit wird auch die Veranderung der einzelnen Geschwin-
digkeitskomponente durch das totale Differential

dv, = Wi+ W gy + Wy 4
ot 0X oy 0

ov, 4z
y4

bestimmt. Dadurch wird berticksichtigt, dass sowohl an einem festen Ort eine Veranderung
der Geschwindigkeit in Abhangigkeit von der Zeit erfolgt als auch die Bewegung des Teil-
chensinnerhalb des Geschwindigkeitsfeldes zu Geschwindigkeitsinderungen fihren kann.

v(r,,t+At)

v(r,,t+At)

v(r,t+At)

P, v(r,,t)

Abb. 3.4: Beschleunigung eines Fliissigkeitsteilchens bei instationérer Bewegung
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Die Beschleunigung in x-Richtung wird deshalb durch

dv, _0v, ov, ov, ov,
= +V + +

= 3.3
dt ot “ax Yoy ‘oz (33)

beschrieben. Hierbei werden mit
ov,
ot

die lokale Beschleunigung, d. h. die Veranderung von vy mit der Zeit an einem bestimmten
Ort und mit

ov, ov, ov,
X V VZ
dx Yoy 0z

\Y

die konvektiven Beschleunigungen, hervorgerufen durch die Ungleichformigkeit in der Ge-
schwindigkeitsverteilung, bezeichnet. Diese drel Terme sind nichtlinear, weil hier die Ge-
schwindigkeitskomponenten mit der ersten Ableitung der x-Komponente multipliziert wer-
den. Die einzelnen Geschwindigkeitskomponenten sind dabei jeweils durch Division der je-
weiligen Wegkomponente durch die Zeitanderung entsprechend dx/dt = vy entstanden.

Die Nichtlinearitét kann am einfachsten fir die Ableitung

A I\
“oOx 2 09X

der Geschwindigkeitsfunktion erkannt werden. Die Gesamtbeschleunigung des Fllssigkeits-
teilchensist somit

dv_.dv, .dv, dv {dvx dv, de}T

— =i —X+] +k —%=
dt dt dt dt dt dt ot

was unter Beriicksichtigung von Gl. 3.3 in der verkirzten V ektorschreibweise auch durch

dv ov
—=—+(vigrad)v 34
o =g T viorad) (3.4)

wiedergegeben werden kann. Bei dieser Schreibweise wurde der Operator

d 0
= 4+ d
dtor T (vierad)

eingefuhrt, welcher auch auf anderen physikalischen Groéf3en des Stromungsfel des angewandt
werden kann. Im allgemeinsten Fall einer Strémung ist demnach wegen

vV = V(s t)

die Geschwindigkeit orts- und zeitabhéngig. Wegen der Zeitabhangigkeit werden an jedem
Ort zusétzlich die drei partiellen Ableitungen der Geschwindigkeitskomponenten nach der
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Zeit bendtigt, so dass im allgemeinsten Fall die Anderung der Geschwindigkeit durch insge-
samt 12 Terme ausgedrickt wird. Man spricht hier von einer instationaren Strémung.

Entféllt die zeitliche Abhéngigkeit, ist also

vV=V(9

dann ist die Strémung stationér. Fur die dreidimensionale Bewegung verbleiben auch hier
noch 9 Terme zur Beschreibung der konvektiven Beschleunigung.

Ist bei einer stationdren Stromung Uberdies die konvektive Beschleunigung eines Teilchens
langs seines Weges s wegen dv/ds= 0, so ist die Stromung stationar gleichformig. Dieser
Sonderfall, der in der Natur streng genommen nie auftritt, spielt bei der Formulierung der
Grundgleichungen eine wichtige Rolle. Eine Strdmung ist daher

gleichformig far ov/ds=0
ungleichférmig  fir ov/ios# 0

Die vorstehenden Beziehungen wurden fur den allgemeinen Fall der raumlichen Bewegung im
kartesi schen K oordinatensystem abgel eitet.

Als Beispiel fur ein anderes Bezugssystem sind nachstehend Geschwindigkeit und Beschleu-
nigung in ebenen Polarkoordinaten angegeben:

r=r(t)
=0
- Geschwindigkeiten (die Ableitung nach der Zeit ist hier verkirzt durch z. B. x=dx / dt wiedergegeben):
vV, =x=rcosp-rpsind
vy =y =fsing +r¢coso

v, =T Radialkomponente von v
V4 =r¢ Umfangskomponente von v
— Beschleunigungen:
a, =r-ro?
ag = 2tg +rd
FUr den Sonderfall der Kreisbewegung mit r = const. wird:

_ 96 _

=h

dt
- d?
o=
dt
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Mit wist dabei die Winkelgeschwindigkeit mit der Einheit s* eingefiihrt. Firr die gleichférmige Kreisbewegung
(r=const.; $ = w=const.) wird dann:

Vo =rg=rw

2 35
a, =-rp? =-rw’ = —V% (35)

Fur die Bewegung auf gekrimmten Bahnen spielt die durch Gl. 3.5 wiedergegebene Zentripetalbeschleunigung
eine wichtige Rolle. Der Zusammenhang zwischen Winkelgeschwindigkeit w und Drehzahl n ist durch w=2m
gegeben.

3.5 Verformungen eines Flussigkeitsteilchens im Stréomungsfeld

In 8hnlicher Weise wie in der Festkorpermechanik wird in der Fluidmechanik versucht, die im
Inneren des Flussigkeitskorpers bel der Bewegung entstehenden Spannungen Uber die dabel
stattfindenden Deformationen abzuleiten. Im Unterschied zur Festkdrpermechanik sind dabei
nicht die reinen Verformungen, sondern die sog. For mander ungsgeschwindigkeiten von Be-
deutung. Da das einzelne Flussigkeitsteilchen die Verformungen im Stromungsfeld erleidet,
sind hierbei die einzelnen Geschwindigkeitsgradienten wichtig. Alle im allgemeinsten Fall der
dreidimensionalen Stromung vorkommenden Ableitungen der Geschwindigkeitskomponenten
nach den drei Koordinatenrichtungen konnen als Vektorgradient des Geschwindigkeitsvektors
v in der Form

ov, ov, ov,
ox o9y 0z
0 d )
gradv = Yy My Yy
ox o9y 0z
ov, 0dv, ov,
| Ox 0y 0z |

angeschrieben werden. Dieser Ausdruck wird auch als Tensor der Geschwindigkeitsgra-
dienten bezeichnet, welche in der Zeigerschreibweise auch als

ov,
axj

allgemeingultig beschrieben werden kdnnen. Dieser Tensor kann mit Hilfe der Identitét
ov, _1(av, A 0v;) 1(dv, OV,
AR [ R ] e B
ox; 2\0x; 0x 2(0x; 0x,

welche in der sonst verwendeten symbolischen Schreibweise durch

gradv:%(Dv+DVT)+%(Dv—DvT) (3.6)
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- unter Verwendung des Operators [ fur grad - wiedergegeben werden kann (s. Ziff. 3.9), in
einen symmetrischen Tensor

0V,
eij :1 ﬂ + L (3_7)
2{0x; 0x;
und einen antisymmetrischen Tensor
G AVE
w; = 1 ﬂ -1 (3.9)
2(0x; 0x

zerlegt werden, deren Bedeutung es néaher zu untersuchen gilt. Dabei wird aus Grinden der
Anschaulichkeit die Verformung fir eine ebene Strémung betrachtet.

Fir den symmetrische Tensor gilt voraussetzungsgemal e; = g, er kann sowohl Diagonal-
terme (i =) als auch nichtdiagonale Terme (i #]) enthalten. Sind im Geschwindigkeitsfeld
nur die Diagonaterme des Typs dvi/0x; vorhanden, so verformt sich ein als Rechteck vorge-
gebenes FlUssigkeitsteilchen so, dass seine Berandungen parallel zueinander bleiben
(Abb. 3.5).

YA Y A
dy+v,dt :
dy . E
: > : >
dx x dx+v dt X

Abb. 3.5: Verformung eines Fliissigkeitsteilchens in einem Feld, das nur Diagonalterme des Types dvi/dx; enthalt

In der Zeiteinheit dt kommt es damit in x-Richtung zur relativen Langenénderung (dv,/0x)dt,
analog dazu ist die Veranderung in y-Richtung (dv,/0x)dt. Die Diagonalterme des Tensors
sind somit fiir Dehnung des Fliissigkeitsteilchens zustandig. Andert sich der Flacheninhalt des
Teilchens nicht, im dreidimensionalen allgemeineren Fall wére dies gleichzusetzen einer
Konstanz des Volumens, dann ist die Summe der die Diagonal elemente bildenden Geschwin-
digkeitsgradienten, welche die Divergenz des Geschwindigkeitsfeldes reprasentieren, Null.
Fur die inkompressible Flissigkeit spielt diese Aussage fur die Massenerhaltung eine wichtige
Rolle. Fur die Divergenz gilt

0
divy = Ve Oy L OV, (3.9)
0 X oy 0z

Sind nur die nichtdiagonalen Terme (i # j) des symmetrischen Tensors von Null verschieden,
dann liegt entsprechend Abb. 3.6 eine Geschwindigkeitsverteilung vor, welche zu einer Sche-
rung des betrachteten Fllssigkeitselements fuhrt.
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U
1
1
1
1
1
1
1
i
~

> >
dx X dx X

Abb. 3.6: Verformung eines Flussigkeitsteilchensin einem Feld, das nur nichtdiagonale Terme des Types dvi/0x;
mit i # j enthalt

Nimmt die Komponente vy in y-Richtung zu, dann bewegt sich ein Punkt in einer Entfer-
nung y von der x-Achse schneller als ein Punkt auf der x-Achse selbst. Damit kommt es zu
einer Verdrehung (dv,/dy)dt des oberen linken Eckpunktes des Rechtecks im Uhrzeigersinn.
Analog ist auch hierzu wieder eine Verdrehung der rechten unteren Ecke um (dv,/ox)dt zu
sehen. Die Kreuzterme des Tensors fur die Geschwindigkeitsgradienten sind demnach fir die
Entstehung von Schubspannungen verantwortlich.

Der antisymmetrische Term w; enthalt keine Diagonal elemente, da die Ausdriicke w flr jedes
i verschwinden. Das Fluidelement erleidet daher keine Dehnung. Soll das betrachtete Ge-
schwindigkeitsfeld nur antisymmetrische Terme enthalten, so muss zwangslaufig e; = 0 sein.
Gleichzeitig gilt dann

_ov,
ox, 0 X;

J

ov.

Damit kommt es auch zu keiner Scherung des Flussigkeitsteilchens, da die Drehwinkel entge-
gengesetzt gleich sind, das angenommene Rechteck sich demnach insgesamt dreht, ohne Ver-
formungen zu erleiden. Das Flussigkeitsteilchen dreht sich demnach wie ein starrer Korper
und erfahrt durch diese Bewegung auch keine Spannungen.

In der Hydrostatik wurde mit der Drehung eines zylindrischen Gefél3es bereits eine derartige
Drehbewegung vorgestellt. Sie wurde der Hydrostatik deshalb zugeordnet, weil das Wasser im
Gefal fur den mitrotierenden Beobachter keine Bewegung ausfuhrt. Fir einen Beobachter,
welcher von aul3en auf den rotierenden Rotationsparaboloiden blickt, ist dagegen der Wasser-
korper sehr wohl in Bewegung, wobei er wie ein Festkorper bei jeder Umdrehung einmal um
seine Drehachse rotiert. Im Abb. 3.7 ist diese Drehung um die z-Achse durch ein mit einem
Kreuz markiertes Flissigkeitsteilchen zu verfolgen. Dessen Drehung wird durch die Asymme-
trie der Kreuzbaken sichtbar gemacht.

Ist das Bezugssystem fur die Beschreibung der Bewegung aul3erhalb des Behdlters, so gelten
fur eine Drehung entgegen den Uhrzeigersinn nach Abb. 3.7 folgende Beziehungen:

-V .
X :S|n¢:+x
r

\ X
—L =cos¢ == und
o r Ve
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YA

>
X X

Abb.: 3.7: Rotierendes Fliissigkeitsteilchen, Beziehungen zwischen der Umfangsgeschwindigkeit und den Ge-
schwindigkeitskomponenten im kartesi schen K oordinatensystem

Bei der stationaren Drehbewegung sind die Winkelgeschwindigkeit w= const. und v, = wl]
so dass fur die Geschwindigkeitskomponenten des kartesischen Koordinatensystems die Aus-
driicke vy = wiX und vy = - wiy gefunden werden. Wegen w = const. gelten fur die jeweiligen
partiellen Ableitungen nach den unabhéangigen Variablen:

0
A:w und aL:—(*)
0X oy

Durch die Subtraktion der beiden Ausdriicke wird
v, _0v, =2w
dx 0y

erhalten. Rein formal entspricht dieser Ausdruck der z-Komponente eines Vektorsrot v mit
den Komponenten

ov ov !
roty = dv, 0V, ;avx _ avz; y _0v, (3.10)
oy 0z 0z 0X 0X oy
Diese Komponenten kdnnen Uber folgende Determinante berechnet werden
b 95
rotv = ax dy 9z = 2w (3.11)
V, vV, V,

Demnach beschreibt der Ausdruck rot v offensichtlich die Rotation eines Flussigkeitsteil-
chens mit der halben Winkelgeschwindigkeit. Die Bestimmung der z-Komponente fihrt nam-

lich zu dem Ausdruck
W, = 1 aVy - %
© 2l ax oy

a7
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welcher mit dem vorgenannten identisch ist. Durch das Beispiel des rotierenden Behélters
wird der Begriff der Rotation flr einzelne Bereiche des Stromungsfeldes verdeutlicht. Hierbei
verhdt sich die Flissigkeit wie ein starren Koérper. Die Umfangsgeschwindigkeit wachst ent-
sprechend Bild 3.7 mit wachsender Entfernung von der Drehachse. Die Grof3e wy, ist fir den
von der Drehung erfassten Bereich konstant und wegen w = const. auch von x und y unab-
hangig.

Die Gesamtbeschleunigung eines Flissigkeitsteilchens nach Gl. 3.4 kann mit Hilfe der vor-
stehenden Uberlegungen zur Verformung auch anders dargestellt werden. In der Zeiger-
schreibweise wird Gl. (3.4) wie folgt erweitert

dv, _adv, av, _av, ov, 0v; oV,
ShAdRNVELA HES A IV (i B B PFRVE
dt  at ‘ox; ot "lox;  ax hax,

Daraus kann dann eine wichtige Form fir die Beschleunigung dadurch gewonnen werden,
dass diese auch als Gradient der kinetischen Energie pro Masseneinheit wiedergegeben wird:

OI—V:a—v—v><rotv+lgradv2 (3.12)
da odt 2

Auf das Zusammenwirken zwischen Scherung und Rotation wird spéter am Beispiel einfacher
Strémungen, wie z.B. der Spaltstromung, néher eingegangen.

Um die Stérke der Rotation zu messen wird Uber das Umlaufintegral

Jvds=T (3.13)

zunéchst die sog. Zirkulation ermittelt. Mit der dabel eingeschlossenen Flache A ergibt sich
schliefdlich fur die Rotationsstarke der Ausdruck I'/A. Im rotationsbehafteten Stromungsfeld
ist I # 0. Fur die Kreisbewegung wird fir die Integration langs r = const. mit v, = const. fur

die Zirkulation
MN=raeRrm=2«A

Somitist ' /A =2w.

Fir die Behandlung von Stromungen spielt der Begriff der Rotation eine grof3e Rolle, da unter
dem Einfluss der Reibung immer auch Drehbewegungen einzelner Flissigkeitsteilchen im
Stromungsfeld hervorgerufen werden (s. auch Kap. 6).

3.6 Ausgezeichnete Linien eines Stromungsfeldes

Eine Stromung ist dann ausreichend beschrieben, wenn an jedem Punkt des Strémungsfeldes
Druck und Geschwindigkeit bekannt sind. Im skalaren Druckfeld bilden Linien gleichen
Druckes sog. Niveaulinien. Die Feldlinien eines Vektorfeldes sind im Falle des Geschwindig-
keitsfeldes die sog. Stromlinien (Abb. 3.8). In jedem Punkt einer Stromlinie gibt die
Tangente die Richtung der ortlichen Geschwindigkeit an. Nachdem nach dieser Definition ds
und v gleichgerichtet sind, ist
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vxds=0 (3.19)

ds

Abb. 3.8 Stromlinie

Fur das Vektorprodukt aus dem Linienelement ds und dem Geschwindigkeitsvektor v gilt
i ]k
vxds=|v, vV V,
dx dy dz

Fur die Stromlinie gilt demnach nach der Berechnung der Determinante:

i(v,dz-v,dy)+j(v,dx-v,dz) +k(v,dy -v,dx) =0 (3.15)

Aus dem Begriff der Stromlinie abgeleitet sind die Stromrohre und der Stromfaden. Die
Stromréhre wird von Stromlinien begrenzt, so dass senkrecht zu dieser Berandung keine Flis-
sigkeit ausflief?en kann. Léangs des Umfangs der Stromréhre kdnnen in einem beliebigen
Schnitt die Geschwindigkeiten unterschiedlich grofd sein (Abb. 3.9). Beim Stromfaden ist die
Stromrohre auf ihre Achse zusammengeschrumpft. Damit ist beim Schnitt durch den Strom-
faden nur noch eine Geschwindigkeit mal3gebend. Die Rohrhydraulik kann weitestgehend in
Anlehnung an die Vorstellung des Stromfadens behandelt werden. Hier wird dann als mal3-
gebliche Geschwindigkeit die mittlere Geschwindigkeit im Querschnitt herangezogen. Auch
die Gerinnehydraulik wird vorwiegend eindimensional behandelt, die zu treffenden Verein-
fachungen sind hier jedoch schwerwiegender als bei der Rohrstromung.

v

Abb. 3.9: Durch ein Biindel von Stromlinien begrenzte Stromréhre

Die Bahnlinie beschreibt den Weg eines Flussigkeitsteilchens und steht somit unmittelbar fir
die Anwendung der Lagrangeschen Methode der Beschreibung der Bewegung. Bei einer
raumlichen Bewegung ist wegen

ds=vdt

ds=iv,dt+jv dt+kv,dt (3.16)
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In der Zeiteinheit werden vom FlUssigkeitsteilchen daher die Wegstrecken

dx = v, dt
dy =v,dt
dz = v, dt

zurtickgel egt, aus denen der Betrag ds errechnet werden kann.

Nachstehend ist eines der wenigen Beispiele fur eine direkte Anwendung der Lagrangeschen
Methode wiedergegeben, bel dem die Bahn eines Freistrahls nach Verlassen einer Sprung-
schanze berechnet wird.

Beispiel 3.1: Sprungschanze am Ende eines Wehrriickens

Abb. 3.10: Sprungschanze am Ende eines Wehrriickens
Randbedingungx = 0,z =0: vjunter Winkel ¢

Geschwindigkeitskomponenten v, , = vV, Cos$,V, 4 = VoSN

Die schrittweise Integration Uiber die Zeit fuhrt unter Beachtung der Randbedingungen zu den Geschwindigkeits-
und Wegkomponenten :

Vo COSb v, cosd [
a=| 0 V= 0 5= 0 2
indd-gl
-9 vosing - gt Vosinell-g7
Elimination der Zeit aus X(t) =vgcosp @ - t= X
Vv COSo

Einsetzen in die z-Komponente des Ortsvektors s.

. 2
Z()():M—%g( X J :tanq)D(—lg[LJ

vV, cosd vV, COS® 27 vicos’d
Scheitelwert z,,,,, fur die Bahnkurve, wenn ? =0
X
gx
tan¢g = —————
vV, cos” ¢
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L= o cos? M, _ sing coshlv,?

Auflésung nach x:
g g

Wegen der Behandlung vieler Stromungsvorgange mit Hilfe der eindimensionalen Stromfa-
dentheorie ist es hilfreich, die Gesamtbeschleunigung auch auf die natirlichen Koordinaten
des die Bahnlinie begleitenden Dreibeines (Abb. 3.11) zu beziehen.

Normalenebene

A\
>

Stromlinie Schmicgungs-

ebene

Abb. 3.11: Begleitendes Dreibein

Hierbel wird also von einer Lagrangeschen Betrachtung ausgegangen, da das Koordinatensy-
stem der Bewegung der Fluidteilchen folgt. Nur im Fall der stationéren Stromung gelten diese
Beziehungen dann auch fir die Stromlinie bzw. den Stromfaden. In einem beliebigen Punkt
der Stromlinie wird durch den Tangentenvektor und den Normalenvektor die Schmiegungs-
ebene aufgespannt. Die Projektion der Kurve in diese Ebene hinein erlaubt es, einen Krim-
mungsradius r fur die Stromlinie in diesem Punkt anzugeben. Die zugehorigen Geschwin-
digkeiten sind v in Richtung der Tangente, v, die Geschwindigkeit in Normalenrichtung und
Vp die Geschwindigkeit in der Richtung der Binormalen. Definitionsgemal? konnen nur lokale
Beschleunigungen in den Normalenrichtungen auftreten. Fir den Beschleunigungsvektor gilt

ov ,0v ds]

ot o0s dt
dv_jov, v (3.173)
dt ot r

ov,

L at _

Die Beschleunigungskomponente in Tangentenrichtung, die Tangentialbeschleunigung,
kann noch wie folgt umgeformt werden

2
dv  odvds_dv odv _0v 0 (v® (3.17)
ot oJsdt odt 0s ot 0sl 2

Insbesondere fr die stationare Stromung folgen aus diesen Beziehungen wesentliche Vorteile
fUr die Behandlung der Stromung langs der Bahn- bzw. Stromlinie. Zugleich geht aus diesen
Beziehungen hervor, dass bei gekrimmten Bahnlinien grundsétzlich mit Beschleunigungen
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normal zur Fliefrichtung gerechnet werden muss. Die Zentripetal beschleunigung beeinflusst
insbesondere die Druckverteilung im Strémungsfeld.

Neben der Strom- und Bahnlinie ist als dritte Linie die Streichlinie von Bedeutung. Sie stellt
die momentane Verbindung aler Teilchen dar, die vorher einen bestimmten Punkt durchlau-
fen haben. So gibt die fotografische Aufnahme der Spur eines Tracers, der an einem Punkt der
Strémung kontinuierlich zugegeben wird, eine momentane Streichlinie wieder.

Bel der stationdren Stromung ist das Geschwindigkeitsfeld unabhéngig von der Zeit. Fur die-
sen Sonderfall stimmen Strom-, Bahn- und Streichlinien Uberein. Diese besonderen Linien
koénnen zur Sichtbarmachung der Stromung herangezogen werden. Im Labor sind Stromungen
innerhalb von transparenten Berandungen (Glas, Plexiglas) besonders gut zu beobachten.
Durch die Zugabe von Teilchen werden Bahnlinien erkennbar. Haufig gentigt es bereits, durch
Ausleuchten im Wasser mittransportierte Luftblaschen sichtbar zu machen. Bei stationérer
Strémung unter geringen Geschwindigkeiten werden durch die Injektion von Fluoreszenzfarb-
stoffen Streichlinien erzeugt, die hier zugleich Bahn- und Stromlinien wiedergeben. Ge-
schwindigkeitsfelder mit einer frel zuganglichen Oberflache, die fir die Gerinnestrémung
charakteristisch sind, kénnen durch schwimmende Teilchen in ihrer Struktur erkannt werden.
Durch fotografische Aufnahmen bilden sich diese Teilchen liber die Dauer der Belichtungszeit
als Striche ab, so dass die Stromlinien zum Zeitpunkt der Aufnahme am Bild erscheinen.

3.7 Volumenstrom und Durchfluss

Betrachtet wird die Stromrohre fir eine stationdre Bewegung. In der Zeiteinheit dt wirde ein
Tellchen an der &ufleren Berandung einer beliebig definierten Schnittflache A den Weg
ds = vdt zurlcklegen. Da die Geschwindigkeit sich Gber den Umfang der Stromrdhre verén-

dert, sind die zurtickgel egten Wege unterschiedlich grof3 (Abb. 3.12).

Bild 3.12: Volumenstrom durch eine beliebige Schnittflache einer Stromréhre

Soll das Volumen desin der Zeiteinheit dt gebildeten FlUssigkeitskorpers ermittelt werden, so
ist dafUr die Projektion der ortsabhéngigen Richtung der jeweils vorherrschenden Geschwin-
digkeit auf die unter dem Winkel a gegen die Achse der Stromréhre geneigten Flachennor-
male erforderlich. Mathematisch |auft dies auf die Bildung des Skalarproduktes zwischen dem
Geschwindigkeitsvektor v und dem Normalenvektor n der Fldche A hinaus. Der Nor-
malenvektor wurde hierbei an der Schnittflache in Stromungsrichtung orientiert.

Der Volumenstrom durch eine beliebige Querschnittsfléche A pro Zeiteinheit ist somit

v =‘ij—\t/ = J;Iv(s) (hdA (3.18)
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Das Ergebnis des Skalarprodukts dieser beiden Vektoren ist die skalare Gréfde Volumenstrom.
In der Hydraulik wird der skalare Volumenstrom allgemein als Dur chfluss bzw. bei der Be-
trachtung am Kontrollvolumen as Zu- und Abfluss bezeichnet. Die Einheit des Volumen-
stroms ist I13*, allgemein angegeben im m?/s, also Kubikmeter pro Sekunde oder, bei kleinen
Abflissen, z.B. in Rohrleitungssystemen, in Litern pro Sekundel/s.

Die mittlere Geschwindigkeit in der Stromréhre wird einfach durch Division durch die Quer-
schnittsflache zu

v=—"{[[v(sndA (3.19)

1
A
erhalten.

Wird ein Stromfaden der Betrachtung zugrundegel egt, so gilt wegen v = const.
V=AI=Q (3.20)

Durch Multiplikation mit der Dichte p kann der M assenstrom

m=pAv (3.21)

errechnet werden.

3.8 Die Stromfunktion

Fur ebene und axialsymmetrische Stromungen hangt das Stromungsfeld nur noch von zwei
Koordinaten ab. Im Fall der ebenen Strémung seien dies die Koordinaten x und y, im axial-
symmetrischen die Polarkoordinaten r und ¢. Mit Hilfe der Stromfunktion kann fir diese Félle
fUr das inkompressible Fluid das vektorielle Geschwindigkeitsfeld auf das skalare Feld der
Stromfunktion zurtickgefuhrt werden. In den kartesischen Koordinaten werden Uber die
Stromfunktion W(x,y) die Geschwindigkeitskomponenten vy und vy wie folgt bestimmt

ow ow
= Vo= —

Vv, oy U I (3.22
Da ein ebenes Stromungsfeld vorausgesetzt wird, ist v, = 0. Setzt man diese Ausdriicke fir die
Geschwindigkeitskomponenten in die Gleichung 3.15 fiir die Stromlinie ein, so wird zunachst
deutlich, dass sowohl die x-Komponente als auch die y-Komponente entfallen. Es bleibt nur
noch die z-Komponente des Ausdrucks fur die Stromlinie Ubrig. Fir diese wird dann nach
Einsetzten der obigen Beziehungen

vxdy—vydx:%—wdy+a—wdx:dlv:0 (3.23)

y 0 X
das totale Differentia fur die Stromfunktion erhalten. Dies bedeutet, dass hier W konstant ist.

Eine Linie mit konstanter Stromfunktion beschreibt demnach im ebenen Stromungsfeld eine
Stromlinie.
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3.9 Alternative Darstellung der verwendeten Differential operatoren

Die bisher vorgestellten Differentialoperatoren grad, div und rot sind wichtige Hilfsmittel zur
Beschreibung des Stromungsfeldes. In der gewahlten symbolischen Schreibweise wird der
Zusammenhang mit der zu beschreibenden Eigenschaft hervorgehoben. Esist jedoch ebenso
moglich, durch die Verwendung eines symbolischen Vektors [, dem sog. Nablavektor, diese
Operationen darzustellen. Im einzelnen gelten

Op=gradp
OOy =divv

Oxv=rotv

Die Divergenz wird demnach durch das skalare Produkt, die Rotation durch das vektorielle
Produkt zweier Vektoren gebildet. In kartesischen K oordinaten ist

.0 0 0
D:|—+J—+k—
ox oy 0z

Fur den Vektorgradienten gilt sinngemal3
gradv = v
Der Laplace-Operator ist das Skalarprodukt des Nablaoperators mit sich selbst:
A=00=0%
Er schreibt die Summierung der zweiten partiellen Ableitungen vor und kann sowohl auf ska-

lare a's auch auf vektorielle Funktionen angewandt werden.

Tabelle3.1: Prinzipiele Verknlpfungen bei Differential operatoren

Operator Symbol Verkniipfung Argument Ergebnis
Gradient grad p Up Skalar Vektor
Vektorgradient grad v Ov Vektor Tensor 2. Stufe
Divergenz divv oW Vektor Skalar

Rotation rot v Oxv Vektor Vektor

Laplace Operator | Ap (Cm)p Skalar Skalar

Laplace Operator | Av (Cmv Vektor V ektor
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Formelzeichen zu Kapitel 3

Zeichen Benennung Einheit
a Beschleunigung m/s”
A Schnittflache m’
ij.K Einheitsvektoren fur die Komponenten im

kartesischen Koordinatensystem 1
n Normal envektor
n natlrliche Koordinate (normal) m
Drehzahl Us
p Flissigkeitsdruck Pa
Q Ab-, Durchfluss ms/s
r Radius m
r Ortsvektor -
r,é ebene Polarkoordinaten -
S Weglange m
t Zeit S
u Ortliche Geschwindigkeit m/s
% mittlere Geschwindigkeit m/s
% Geschwindigkeitsvektor m/s
Vi, Vy, V2 Komponenten der Geschwindigkeit im
kartesischen K oordinatensystem m/s
Vi, Vg Komponenten der Geschwindigkeit in
Polarkoordinaten m/s
X, Y, 2 kartesische Koordinaten m
r Zirkulation m?/s
p Dichte kg/m?
w Winkelgeschwindigkeit s
wy,wy,0,  Komponenten des Rotationsvektors Vs
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Aufgabe 3.1
Das im Querschnitt und in der Ansicht dargestellte Gerinne ist vollstandig mit Wasser gefillt. Die Querschnitts-

héhe reduziert sich auf dem 1,5 m langen Abschnitt von 0,6 m auf 0,3 m.

1,5m

A-A A m
A
60cm ¢ 30cm
\
«——
1,0m e-A > X

Der Abfluss betragt Q = 0,6 m3/s.
— Stellen Sie die Beschleunigung a's eine Funktion von x dar.
- WiegroRRist die Beschleunigung 30 cm nach Beginn der Verengung?

Aufgabe 3.2
Erklédren Sie die Begriffe "totale, lokale und konvektive Ableitung".

Aufgabe 3.3

Der Querschnitt einer Rohrleitung reduziert sich von 1 nach 2 um die Hélfte.
—  Welche Art der Strémung liegt vor, wenn der Durchfluss konstant ist?
- Wiewirkt sich die Querschnittsdnderung auf die mittlere Flief3geschwindigkeit aus?

Aufgabe 3.4

Erléutern Sie den Unterschied zwischen den Begriffen Stromlinie und Bahnlinie. In welchen Féllen sind beide
Linien identisch?

Aufgabe 3.5

Ein zweidimensionales stationéres Stromungsfeld ist durch die Geschwindigkeitskomponenten v, =1.50 und
vy =1.0x gekennzeichnet. Die Konstanten sind so festgelegt, dass beim Einsetzen der Koordinaten in m die
Geschwindigkeit in m/s berechnet wird. Das Stromungsfeld ist durch Stromlinien im Bereich y = x < 6 zu skiz-
zieren. Allgemein gultige Beziehungen fir die Geschwindigkeit v und die Beschleunigung a sind abzuleiten. Wie
grofRist die Beschleunigung im Punkt P (x = 3,0, y = 2,0).

Aufgabe 3.6

Ein zweidimensionales Stromungsfeld ist durch die Vorgabe der Geschwindigkeitskomponenten v, = + 2x und
vy = - 2y beschrieben. Priifen Sie, ob die Kontinuit&tsbedingung erfullt ist und die Stromung rotationsfrei ist.

Aufgabe 3.7

In einer x-y-Ebene sind in einem Punkt A (x4, y1) die Geschwindigkeitskomponenten v, und v, vorgegeben. Fir
die Punkte B (x; + dx, Y1), C (X1, Y1 dy) und D (x; + dx, y; + dy) sind die jeweiligen Geschwindigkeitskompo-
nenten anzutragen. Beginnend im Punkt A ist entgegen dem Uhrzeigersinn die Zirkulation fiir den gegebenen
Bereich des Stromungsfeldes zu bestimmen. Glieder héherer Ordnung sind dabei zu vernachl&ssigen. Wie grof
ist die Starke der Rotation? Unter welcher Voraussetzung ist die Strémung rotationsfrei ?

56



Kapitel 4: Grundgleichungen

4 Grundgleichungen der Hydromechanik

In der Hydrostatik (Kap. 2) wurde das Kréftegleichgewicht am ortsfesten Volumenelement
formuliert. Die dlein as Druckkrafte wirkenden auRere Kréfte stehen hierbel im Gleichge-
wicht mit den wirksam werdenden Massenkréften. In der Hydrodynamik dagegen sind die
Kréfte in Bezug zum Bewegungsvorgang zu setzen. Ein Ungleichgewicht zwischen den aul3e-
ren Kraften und den Massenkréften fuhrt z.B. zu einer Beschleunigung der tragen Masse des
Volumenelements.

Beispiel 4.1: Anfahren des mit FlUssigkeit gefilllten rotierenden Zylinders (Abb. 4.1):
Die Massenkréfte infolge der einsetzenden Zentrifugal beschleunigung werden noch nicht durch
eine nach innen wirkende Druckkraft ausgeglichen. Daher erfolgt eine Bewegung der Flissig-
keitsteilchen nach aufZen.

LN

Abb. 4.1: Stromung beim Anfahren eines rotierenden Zylinders

Bel einem Gleichgewicht der &uleren Krafte werden die antreibenden Kréfte dagegen durch
die Widerstandskrafte ausgeglichen, welche durch die Bewegung selbst hervorgerufen wer-
den. Dann erfolgt ebenfalls keine Beschleunigung des ortsfesten Volumenelementes. In die-
sem Sinn ist die Hydrostatik ein Sonderfall der Hydrodynamik, bei dem die Bewegung im
Stromungsfeld den Grenzwert Null einnimmt.

In diesem Kapitel werden zundchst die Erhaltungssédtze formuliert, welche die Grundlage fir
die gesamte Hydromechanik bilden. Der Zusammenhang zwischen den Spannungen und den
Formanderungsgeschwindigkeiten wird durch die Materialgesetze formuliert. Da diese nur fir
die laminare Stromung direkt verwendet werden kénnen, wird ndher auf die Ermittlung der
am Volumenelement angreifenden Oberflachenkréfte eingegangen. In Verbindung mit den
Material gesetzen kdnnen dann die wichtigsten Bewegungsgleichungen vorgestel It werden.

4.1 Erhaltungssatze der Hydromechanik

Die Erhaltungssétze werden hier einschliefdlich des Gesetzes von der Erhaltung der Masse an-
gefuhrt, obwohl dieses Gesetz dem voranstehenden Kapitel Uber die Kinematik zuzuordnen
wére, da hier die Einwirkung von Kréften nicht zu beachten ist. Da jedoch die Transport-
vorgange im Stromungsfeld an den Volumen- oder Massenstrom gekoppelt sind, ist das Ge-
setz von der Erhaltung der Masse bestens geeignet, auf den Impuls- und Energietransport hin-
zufihren.
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Die Erhaltungssétze werden im Bauingenieurwesen algemein angesetzt fur die Erhaltung der
Masse, des Impulses und der Energie. Je nach dem dabei zugrundegel egten Kontrollvolumen
kénnen sieinihrer lokalen Form fir unendlich kleine oder in der integralen Form fir anwen-
dungsbezogene grolRere Bereiche des Stromungsfel des wiedergegeben werden.

4.1.1 Das Gesetz der Massenerhaltung fur die Flissigkeitsbewegung

Allgemein kann ein beliebig geformtes Volumen V im Innern des Stromungsfel des betrachtet
werden, welches durch eine geschlossene Oberflache S begrenzt ist (Abb. 4.2).

as (5%

V(t)

Abb. 4.2: Volumenelement mit Teiloberflache dS

Dieses Volumen wird laufend durchstrémt, sodass durch seine Oberfl&che sowohl Flussigkeit
ein- als auch austritt. Der Einheitsvektor fur die Normale zur Oberflache ist dabel stets nach
aul3en gerichtet. Dies bedeutet, dass, fur sich betrachtet, die Zufllsse negativ, Abfllsse positiv
sind. Die Anderung der Gesamtmasse innerhalb des Volumens kann nur von der zeitlichen
Anderung der Dichte abhangen, da das Volumen selbst als unveranderlich vorgegeben ist.
Unter diesen Voraussetzungen muss die zeitliche Anderung der Masse innerhalb des Volu-
mens ausgeglichen werden durch den Massenfluss durch die Oberfl&che, wobel die Summe
dieser beiden Terme zu Null werden muss.

= [[feav + [fovinds=o (4.)

In dem Ausdruck auf der linken Seite kann, so im betrachteten Volumen die Dichte aus-
schliefdlich von der Zeit und nicht von der Lage im Volumen abhéangig ist, die totale Differen-
tiation nach der Zeit durch die partielle ersetzt werden. Nach dem Integralsatz von Gauf3 kann
das Fléchenintegral auf der rechten Gleichungsseite umgewandelt werden in ein V olumeninte-
gral, so dass

pv[hdS= |||divpvdV (4.2
ffovnds= []

wird. Die Massenbilanz an einem beliebigen VVolumen kann deshalb alein durch ein Volu-
menintegral in der Form

m(%mww]dv:o (4.3
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angeschrieben werden. Dies ist die integrale Form der K ontinuitatsbedingung. Wird fur das
betrachtete Volumen der Grenziibergang dV — 0 vollzogen, so wird die lokale Form der Kon-
tinuitétsbedingung mit

op .
— +divpv=0 4.4
T, P (4.4)

erhalten. Anderungen der Dichte miissen z.B. bei instationdren Stromungen in Rohrleitungs-
system und in gespannten Grundwasserleitern beachtet werden. Kann dagegen im gesamten
betrachteten Stromungsfeld die Anderung der Dichte vernachlassigt werden, so wird die Flus-
sigkeit alsinkompressibel angesehen. Dies kann z. B. fur den gesamten Anwendungsbereich
der Gerinnehydraulik geschehen. Die Kontinuitétsbedingung vereinfacht sich dann zu

divv=0 (4.5

In dieser lokalen Form kann sie auch aus der Bilanzierung des Volumenstroms am einfachen
Volumenelement der Abb. 4.3 abgeleitet werden.

Az
Vy +8V—de
v, 0X
— dz +——
dy
y
dx

X
Abb. 4.3; Bilanzierung des Volumenstroms am ortsfesten V olumenelement

Fir die x-Richtung gilt dann beispielsweise fur den Unterschied zwischen Zufluss und Aus-
fluss

v, dx] dydz.
0 X

(—vx +v, +

Die analogen Betrachtungen fir die beiden anderen Koordinatenrichtungen und die Division
durch das Volumen dV = dxI[dy(dz fihren dann zu

0
Wy OV OVa gy =0
0 X oy 0z

womit die Bedeutung des Operators div als die Spur des Geschwindigkeitsgradiententensors
aufgezeigt ist. In dieser lokalen Form ist die Kontinuitétsbedingung jedoch nicht fir alle An-
wendungsbereiche anwendbar. Dies wird deutlich, wenn die Herkunft dieses Terms in seiner
integralen Form noch einmal betrachtet wird. Bei der Anwendung auf die inkompressible
FlUssigkeit wird wegen p = const. folgender Ausdruck erhalten
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HthdS:O (4.6)

Bel ausreichend grof3en Kontrollvolumen ist es mdglich, dass innerhalb des Volumens Quel-
len oder Senken auftreten. Direkt zu ersehen ist dies am Beispiel der Grundwasserstromun-
gen, bei denen Senken in Gestalt von Forderbrunnen oder Quellen als Schluckbrunnen Be-
standteile des zu simulierenden Stromungsfeldes sind. Die Aufsummierung der Volumen-
strome Uber die freie Schnittflache muss dann ausgeglichen werden durch die Veranderung im
umschlossenen Volumen selbst. Anstelle der Masse wird hierbel das Volumen bilanziert, so
dass mit

%Iﬂde—”v@dS (4.7)

quellen- bzw. senkenbehaftete Kontrollvolumen erfasst werden kdnnen. Von Bedeutung ist
diese Art der Kontinuitétsbedingung auch fur die Gerinnehydraulik, bei der als obere Beran-
dung des betrachteten Kontrollvolumens die frele Oberfléche angesetzt wird. Instationére
Stromungen wie z. B. ein Hochwasserereignis in einem Fluss bedingen eine Veranderung der
Oberflache. Bei der Betrachtung eines beliebigen Gerinneabschnitts wird mit dem linken
Term die Speicherung oder Abgabe von Flusswasser berticksichtigt, je nachdem ob der Was-
serspiegel steigt oder fallt. Wesentlich ist hierbel, dass das Kontrollvolumen selbst zeitlich
veranderlichist.

In der lokalen Form fuhrt die Kontinuitatsbedingung fur inkompressible Flissigkeiten zu der
anschaulichen Erklarung, dass wegen

divv=0 (4.5

die ZuflUsse zum Kontrollvolumen durch die Ausfliisse ausgeglichen werden muissen, das In-
nere des Kontrollvolumens demnach quellen- und senkenfrei bleibt. Besonders einfach ist die
Anwendung fir den Abflussinnerhalb einer Stromréhre, wie er im Kap. 3.7 bereits angedeutet
wurde, wenn die Geschwindigkeitsverteilung durch die mittlere Flief3geschwindigkeit ersetzt
werden kann. Dann gilt

Q = VIA = const. (3.20)

Praktisch angewendet wird diese Beziehung insbesondere bel der Rohrhydraulik, wie das
nachfolgende Beispiel verdeutlicht.

Beispiel 4.2: Stationédre Strémung durch eine Dise (Abb. 4.4)

(1) 2)

Abb. 4.4; Stationare Strdmung durch eine Diise
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K ontinuitatsbedingung:
Q=const. =v [A

Anwendung auf die freien Schnittflachen (1) und (2):
Bilanzierung nach Gl. (4.6)

_VlAl +V2A2 :O
V1AL =V A,

Geschwindigkeit nach der Verengung:

A1
Az

In diesem Fall kann durch die Anwendung der Kontinuitdtsbedingung die Veranderung der
mittleren Geschwindigkeit infolge des vorgegebenen Stromungsfel des berechnet werden.

4.1.2 Impulssatz

Nach dem zweiten Newtonschen Gesetz der Mechanik ist die erste zeitliche Ableitung des
Impulses | des Massepunktes m gleich der auf ihn einwirkenden Kraft F:

dl

F—a—a( V) 4.7)

Im Klammerausdruck ist der Impuls als das Produkt der Masse m mit ihrer Geschwindigkeit v
darstellt. In Anlehnung an den Begriff des Volumenstroms als V = dV/dt kann die zeitliche
Anderung des Impulses als Impulsstrom bezeichnet werden. Da er die Dimension einer Kraft
hat, wird dieser Ausdruck in DIN 4044 als Impulskraft bezeichnet. Diese Darstellung ist aller-
dings irrefiihrend, da in der Fluidmechanik die Anderung der Bewegung infolge der einwir-
kenden Kréfte interessiert. Der gleichzeitige Gebrauch des Ausdrucks Bewegungsgrofde fir
den Impuls weist darauf hin. Da die Gleichung 4.7 den Zusammenhang zwischen einer Kraft
und der Bewegung des Massenpunktes beschreibt, wird sie auch als Bewegungsgleichung
bezeichnet.

Im Stromungsfeld kann der Impuls eines grof3eren Flissigkeitsbereichs zundchst nur fur ein
abgeschl ossenes mitbewegtes Volumen V (t) mit

| = mpvdv (4.8)

Vv(t)

abgeleitet werden. Fir ein beliebiges raumfestes Kontrollvolumen V mit der Oberflache S gilt
dann fir den Impulsstrom

ma(p") av + ”pv(v [h) dS (4.9)

wobei die lokale Veranderungdl/ot Uber das gesamte Kontrollvolumen ermittelt werden
muss, wahrend beim zweiten Term der rechten Seite der Volumenstrom dQ =(v [1h) dS Uber
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den freien Rand der Kontrollflache erfasst wird. Die Kontrollflache besteht allgemein aus ei-
nem festen Anteil, wenn sie mit einer Berandung zusammenfdallt, und einem freien Anteil, der
sich im Strémungsfeld befindet.

Fur den Sonderfall der stationdren Stromung entfallt der zeitabhéngige Term auf der rechten
Seite. Dann gilt fir den Impulsstrom

_:J.J‘pde (4.10)

Im Gegensatz zur Einzelkraft des Massenpunktes der Festigkeitsmechanik sind im Stro-
mungsfeld fur das betrachtete Kontrollvolumen grundsétzlich zwei Arten von Kréften anzu-
setzen. Zum einen sind dies die Volumen- oder Massenkr éfte, welche auf jedes einzelne
Fllssigkeitsteilchen innerhalb des Kontrollvolumens wirken (Abb. 4.5).

Abb. 4.5: Volumen- und Oberflachenkréfte

Deren wichtigster Vertreter ist die Schwerkraft infolge der Erdbeschleunigung. Daneben sind
allerdings auch die sog. Scheinkrafte zu beachten, wenn die Bewegung auf ein beschleunig-
tes Bezugssystem bezogen wird. Die in der Anwendung wichtigste Scheinkraft ist die Zentri-
fugalkraft bei der Bewegung auf einer gekrimmten Bahn. Allgemein wird der auf die Masse
eines FlUssigkeitsteilchen innerhalb des betrachteten Volumens wirkende Vektor der Mas-
senkraft mit k bezeichnet.

Zum anderen werden auf das betrachtete Flussigkeitsvolumen Oberflachenkrafte von der
umgebenden FlUssigkeit ausgelbt. Die dabei auf ein beliebiges Element dS der Oberflache
wirkenden Kraft dF resultiert aus dem im Stréomungsfeld veranderlichen Spannungszustand,
und stellt fur jedes betrachtete Element eine vom Ort und der Zeit abhangige Grol3e dar. Der
resultierende Spannungsvektor t ist auch von der Orientierung des betrachteten Flachenele-
ments abhangig und ist i.a. nicht paralel zum Normalenvektor n der Flache. Normalspan-
nungen entstehen durch die Projektion des Spannungsvektors auf die Flachennormale, in der
Ebene senkrecht zu den Normal spannungen wirken die Schubspannungen.

Die Gesamtkraft auf das betrachtete Kontrollvolumen wird demnach durch die Integration
Uber das Volumen und Uber dessen Oberflache zu

F= mpde+thS (4.11)
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angegeben. Hierbei wurde gleich auf das ortsfeste Kontrollvolumen bezogen, da im Hinblick
auf die Kréfte nicht zwischen dem bewegten und dem ortsfesten Volumen zu unterscheiden
ist. Somit nimmt der Impulssatz in seiner integralen Form folgendes Aussehen an

J’J’J’%dv+ [[ov(vinyds = [[fokdv + [[tds (4.12)

Fur die stationdre Stromung verschwindet das Volumenintegral auf der linken Gleichungs-
seite. Damit ist nur noch der Impulsstrom durch die freien Rander des Kontrollvolumens an-
zusetzen. In einer Reihe von Anwendungsféllen, z. B. in der Strahlhydraulik oder bei der Um-
stromung von Korpern, ist in erster Linie die Kraft von Interesse, welche vom Impulsstrom
ausgel st wird. Dann kann der Impulssatz in der Form

pv(vlh)dS= || tdS (4.13)
] J

S S

angeschrieben werden. Die grof3e Bedeutung des Impulssatzes besteht darin, dass das Stro-
mungsfeld im Innern des frei wahlbaren Kontrollvolumens nicht bekannt sein muss. Durch die
geschickte Wahl des Kontrollvolumens, das an den erforderlichen Angaben fir die Verteillung
der Oberflachenkréfte ausgerichtet wird, konnen auch ohne die Kenntnis der oft komplexen
Stromungsvorgange im Innern des betrachteten Volumens wertvolle Erkenntnisse gewonnen
werden.

Dies weist bereits darauf hin, dass der Impulssatz meist in der hier wiedergegebenen integra-
len Form angewendet wird. Grundsétzlich ist auch eine Angabe in der differentiellen Form
moglich. Voraussetzung dafir ist, dass eine Stetigkeit der Terme der einzelnen Integrale gege-
ben ist. Dann kénnen die beiden Oberfl&chenintegrale nach dem Gaul3schen Satz in Volumen-
integrale umgewandelt werden. In der Schreibweise

4 _se-p (4.14)
dt

kann dann auf ein beliebig kleines Volumen bezogen werden, so dass schliefdlich ein Aus-
druck

m(pi—‘t’—pk —DEt]dV:O (4.15)

entsteht. Darin wird mit T der Spannungstensor bezeichnet, der sich aus dem Spannungsvek-
tor t und dem Normalenvektor n errechnet. In diesem Spannungstensor verkérpern die Ele-
mente der Hauptdiagonalen die Normalspannungen, die Kreuzterme die Schubspannungen.
FurdV - 0ist dann mit

p[g—\tl + (v @rad)vJ =pk +00 (4.16)

die differentielle Darstellungsform des Impulssatzes gewonnen, welche allgemein as die
Cauchysche Bewegungsgleichung bekannt ist. Ahnlich wie bei der integralen Form ausge-
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fuhrt, sind auch hier je nach den vorliegenden Stromungsverhaltnissen Vereinfachungen moég-
lich.

Bel der Formulierung des Impulssatzes wurde bisher vorausgesetzt, dass als Bezugssystem ein
raumfestes Inertial system gewahlt wurde. Ein Stromungsfeld, das relativ zu diesem Inertialsy-
stem eine Beschleunigung erfahrt, unterliegt nicht mehr diesen Gesetzmaldigkeiten. Eine Be-
schleunigung ruft hierbei Tragheitskrafte hervor, welche beriicksichtigt werden miissen. Bei-
spielhaft sei hier erneut an den mit Wasser geftillten rotierenden Zylinder erinnert, in welchem
fUr den mitrotierenden Beobachter das Wasser unbewegt bleibt, fir den Beobachter von auf3en
jedoch die Rotation wahrgenommen wird. Die zu beobachtenden Geschwindigkeiten héngen
somit vom Bezugssystem ab. In vielen technischen Anwendungen, z.B. bei den rotierenden
Wasserkraftmaschinen, ist es zweckmaldig, die Bewegung im beschleunigten System zu unter-
suchen.

Hierbei ist zu unterscheiden zwischen der Absolutgeschwindigkeit v, im Inertialsystem und
der Relativgeschwindigkeit v, im beschleunigten System. Der Unterschied zwischen beiden
gibt die Fuhrungsgeschwindigkeit v; wieder, mit welcher sich der Ursprung des K oordinaten-
systems bewegt. Bel den Kréften sind die daraus resultierenden Beschleunigungen zu beach-
ten. Fir die Anwendung im Bauingenieurwesen wichtig sind insbesondere die Beschleuni-
gungen bei der Bewegung auf gekrimmten Bahnen und die Behandlung von Stérungen mit
einer zugehorigen Ausbreitungsgeschwindigkeit.

Bei der Bilanzierung am Kontrollvolumen gilt, dass der Uberschuss an austretendem Impuls-
strom Uber den eintretenden durch die Summe einwirkenden Kréfte hervorgerufen werden
muss.

Als Beispiel fir eine stationdre Strémung wird als Kontrollvolumen ein Abschnitt einer
Stromrohre betrachtet (Abb. 4.6).

Abb. 4.6: Impulsstrome und Kréfte im Bereich einer Stromrthre

Ein Volumenstrom ist nur im Bereich der freien Rander durch die Schnittflachen A; und A,
moglich. Es gilt dann nach den GIn. 4.14 und 4.10

2F=[pv,dQ+ [pv,dQ

Az A
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Bel der Summe der @uf3eren Krafte ZF miissen angesetzt werden:

— Eigengewicht Fs
— Druckkréfte - plnlAl; _p2 n2A2
— Widerstandskraft Fw
- Reaktionskraft Fr
XF=FR +F,—p,nA, -p, A, +F, =pQ (v, -V,) (4.17)

Die Impulsstrome stellen vektorielle Grofden dar und haben a's solche die gleichen Richtungen
wie die Geschwindigkeiten, durch welche sie geprégt werden (s. Abb. 4.6).Da fir den
Impulssatz analog zur Kontinuitéatsbetrachtung die Bilanzierung der Impulsstrome notwendig
ist, z&hlt der in das Kontrollvolumen eintretende Impulsstrom pQv; negativ (Gl. 4.17). Von
der Dimension her haben die Impulsstrome die Dimension einer Kraft (nicht jedoch von der
Bedeutung!), die Impulsgleichung lasst sich daher auch in eine Gleichgewichtsbetrachtung
umschreiben. Hierzu werden die Impulsstréme mit umgekehrten Vorzeichen auf die linke
Seite gebracht. Gl. 4.17 wird dann zu

D F=FetFe+ (-p,nA) +pQvy +(-p,n,A,) -pQv, +F, =0
F51 FSZ

Die Summe aus Druckkraft und dem negativen Anteil der Impulsstrombilanz in einem Quer-
schnitt wird in der Bauingenieurliteratur als die Stitzkraft Fs bezeichnet. Die Stitzkraft ist
immer zum Querschnitt hin gerichtet. Dem Betrag nach ist sie von der Grof3e

K =pA+pQv (4.18)

Fir die reibungsfreie Stromung steht die Reaktionskraft mit der resultierenden Stutzkraft und
der Gewichtskraft im Gleichgewicht. Fur die Verhditnisse an der betrachteten Stromréhre
wird mit Hilfe der Stitzkréfte die dargestellte Vektoraddition der einzelnen Kréfte erhalten.
Die Widerstandskraft ist nicht berticksichtigt (Abb. 4.7). Die Reaktionskraft entspricht der
vom Auflager aufzunehmenden Kraft. Die Oberflachenkréfte an festen Randern des Kontroll-
volumens wie Widerstands- oder Druckkréfte sind bei der Bilanzierung stets als Reaktions-
krafte anzusetzen.
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pQV, PA,

Abb. 4.7: Vektoraddition der Impulsstrome und Kréfte aus Abb. 4.6

Hauptanwendung des Impulssatzes ist die Berechnung der Kraftwirkung auf umstromte K or-
per. Hierbel ist es wichtig, die Kontrollflache zweckmaliig zu wéhlen (Abb. 4.8).

Der freie Rand der Kontrollflache wird dabei moglichst [angs einer Stromlinie gewahlt, so
dass hier Q = 0. Durch den Einbezug der Oberflache des umstromten Korpers kann die Ober-
flachenkraft als aulRere Kraft mit erfasst werden. Auch am festen Rand der Kontrollflache
langs der Kdrperoberflacheist im allgemeinen Q = 0.

Abb. 4.8: Kontrollfléche bei einem umstrémten K orper

Beispiel 4.3: Anwendung des Impulssatzes zur Berechnung der Kraftwirkung eines Freistrahls (Abb. 4.9):

—va+2p9v [tosa = F
2

Abb. 4.9: Kraftwirkung eines Freistrahls auf einem Kell

Da pQvcosa < pQv i, ist erwartungsgemdl? die Resktionskraft mit anderem Vorzeichen behaftet. Weiter
gelten flr

a =90° cosa=0 F=-pQv
a =180° cosa=-1 F=-2pQv

Bei den Turbinenschaufeln der Pelton-Turbine gilt: a - 180°
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Bei dieser Freistrahlturbine bewegt sich die Turbinenschaufel relativ zur Anstrémgeschwindigkeit: Relativge-
schwindigkeit v - u mit u = Schaufelbewegung
Grofte Leistung fur u=v/2

Nicht immer ist es moglich, bei der ebenen oder auch raumlichen Strémung die freien Rander
durch Stromlinien bzw. Stromroéhren zu begrenzen. Wegen der vektoriellen Eigenschaften der
einzelnen Kréfte ist es dann zweckmafdig, diese in ihre Komponenten zu zerlegen. Dies soll
am Beispiel der ebenen Grenzschichtstromung (s. auch Kap.5) verdeutlicht werden
(Abb. 4.10). Durch die Reibung kommt esim Bereich der ebenen Platte zu einer Verringerung
der Geschwindigkeit. In die durch ABCD gekennzeichnete Kontrollfl&che tritt im Bereich AB
wegen Vy = const. ein grolRerer Volumenstrom ein as bei CD austritt. Die Differenz dQ tritt
demnach langs der Linie BD aus der Kontrollflache aus.

Bel der Berechnung der zugehdrigen Impulsstrome ist zu beachten, dass die skalare Grofe
Massenstrom pQ mit der vektoriellen GrofRe Geschwindigkeit v multipliziert wird und die
Richtung der zeitlichen Anderung des Impulses durch die Richtung der betrachteten Ge-
schwindigkeitskomponente festgel egt wird.

YA
B a0 DV,
Vel IR T """""" 4 -1
v.(y) h
- . -t

Abb. 4.10: Impulssatzanwendung auf die Grenzschichtstrémung

Die Bilanzierung der x-Komponente des Impulsstroms fir die angegebene Kontrollfléche
wird dann

h
~pQu, +pdQV, +p(Q-dQ): Jv, () dy = @19

Uber die Berandung BD wird wegen der dort auftretenden Geschwindigkeitskomponente in

y-Richtung auch eine y-Komponente des Impulsstroms erzeugt. Allgemein gilt fur die skalare
Grofe Massenstrom pQ durch das Flachenelement dA

pdQ = pv dA (4.20)

Die zugehdrigen Komponenten der Impulsstréme sind im ebenen Fall

le —
el ZUVXdQ

dl
a e

(4.21)
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Bel der eindimensionalen Betrachtung an der Stromrohre wurde mit der mittleren Geschwin-
digkeit v gearbeitet. Ahnlich wie der Korrekturfaktor fir die Geschwindigkeitshthe a
(s. Kap. 4.3.4) ist zur Korrektur des Impulsstroms ein Korrekturfaktor a fur die ungleichfér-
mige Geschwindigkeitsverteilung ableitbar. Eine Geschwindigkeitsverteilung mit der ortli-
chen Geschwindigkeit u wird berticksichtigt durch

1
VA

o=y [[uidA (4.22)

Ein derartiges VVorgehen ist nur sinnvoll, wenn tatsichlich die Geschwindigkeitsverteilung be-
kannt ist. Spater (Kap. 4.3.2) wird nachgewiesen, dass bei turbulenten Stromungen auch die
Geschwindigkeitsschwankungen Einfluss nehmen auf die Grofl3e des Impulsstroms. Die Ein-
fuhrung des Korrekturfaktors allein wird der elgentlichen Problematik nur teilweise gerecht.

4.1.3 Das Gesetz fur die Energieerhaltung bel der Flissigkeitsbewegung

Wenn von der Energieerhaltung gesprochen wird, so kann sich dies nur auf die gesamte Ener-
gie, aso auf die Summe von mechanischer Energie und Warmeenergie (innerer Energie) be-
ziehen. Tatsachlich wird der Strémung durch die unvermeidbare Reibung auch mechanische
Energie entzogen und in Warme umgewandelt. Fir die Energiebilanz gilt folgender Erfah-
rungssatz: Die zeitliche Anderung der gesamten Energie eines Korpers ist gleich der Leistung
der aul3eren Kréfte plus der pro Zeiteinheit von auf3en zugefiihrten Energie.

Bei der Bewegung von FlUssigkeiten ist die kinetische Energie von besonderem Interesse. Bel
der Gesamtenergie eines FlUssigkeitsteilchens wird daher unterschieden zwischen der inneren
Energie E und der kinetischen Energie, welche in dem mit der Stromung bewegten FlUssig-
keitsvolumen V(t) zu

K = j j j"—;p 6\ (4.23)

V(1)

berechnet wird. Die Leistung der aul3eren Kréfte kann anhand der unter Ziff. 4.1.2 definierten
Oberflachen- und Volumenkréafte berechnet werden. Fur die Oberflachenkraft tdS ist die zu-
gehdrige Leistung viIdS, entsprechend ist fur die Volumenkraft pkdV die Leistung vikpdV.
Die Gesamtleistung der ul3eren Kréfte am Kontrollvolumen ist daher

P= ”J'vade + ”v[ﬂdS (4.24)

V(1) (1)

Die von auRen zugefiihrte Energie kann durch einen W&rmestrom Q,, beschrieben werden,

bei dem im Vergleich zum Volumenstrom anstelle der Geschwindigkeit die einflie3ende
Energie betrachtet wird. Der Satz fur die Energieerhaltung lautet dann

% (K+E)=P+Q, (4.25)

Wichtig an diesem Energieerhaltungssatz ist, dass eine direkte Beziehung zwischen der Ener-
giednderung und den &uf3eren Kréften formuliert wird. Unter Kap. 4.1.2 wurde bereits auf den
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Zusammenhang zwischen dem Spannungsvektor t und dem Spannungstensor T hingewiesen.
Die Schubspannungen in diesem Tensor, also die nichtdiagonalen Terme des Tensors, ver-
richten eine irreversible Arbeit. Die durch die Reibung hervorgerufenen Spannungen fihren
zur irreversiblen Umwandlung von mechanischer Energie in Wérme. Die dabei erzeugte De-
formationsarbeit pro Zeit- und Volumeneinheit wird als die Dissipationsfunktion bezeichnet.

Die Warmestrome infolge der Reibung sind allerdings wegen der hohen spezifischen Warme
des Mediums Wasser so gering, dass nur minimale Temperaturunterschiede nachweisbar sind.
Lediglich beim Abfluss mit sehr hohen Geschwindigkeiten, z.B. in Kavitationssténden zur
Untersuchung des Phénomens der Kavitation (Kap. 2), sind messbare TemperaturerhGhungen
beim Betrieb der Versuchsstdnde zu beobachten.

4.2 Erfassung der Oberflachenkréafte

Die bisher behandelten Erhaltungssétze reichen zur Beschreibung einer Strdmung nicht aus,
da die Zahl der verfligbaren Gleichungen kleiner ist as die der unbekannten Funktionen. Da
das FUssigkeitsteilchen bei der Bewegung verformt wird, fehlen noch Glechungen, welche
diese Deformation in eine Beziehung zu dem Material setzen, aus dem das FlUssigkeitsteil-
chen besteht. Aus diesem Grund werden diese Gleichungen M aterialgleichungen genannt.

Aus Kap 1.3 sind als maligebliche Eigenschaften von Flissigkeiten bereits deren dynamische
Zahigkeit n und die Dichte p bekannt, deren Quotient die kinematische Zahigkeitv =n/p
darstellt. Mit Hilfe der kinematischen Zahigkeit wird Uber die sog. Reynolds-Zahl Re, die
wichtigste dimensionslose Kennzahl der Stromungsmechanik, ein Bezug zu den Abmessun-
gen des Stromungsfeldes in Gestalt einer charakteristischen Lange | und zu der im Strémungs-
feld vorhandenen Geschwindigkeit v geschaffen. Berechnet wird die Reynolds-Zahl zu

Re= VU (4.26)
\Y)

In dieser Form lasst die Reynolds-Zahl verschiedene Deutungen zu. Meist wird sie as das
Verhdltnis der Tragheitskréfte zu den Widerstandkréften definiert. Ebenso kann sie as das
Verhdltnis vom konvektiven Impulstransport zum diffusiven angesehen werden. Schliefdich
stellt sie auch noch das Verhdtnis der charakteristischen Lange | zur sog. viskosen Lange v/v
dar. Forma wird der Wert der Reynolds-Zahl sehr hoch, wenn die Abmessungen des Stré-
mungsfeldes grof? sind. So errechnet sich fur eine charakteristische Langel =1 m und eine
mittlere Geschwindigkeit v > 1 m/s fiir das Fluid Wasser eine Reynolds-Zahl Re > 10°. Ande-
rerseits kénnen hohe Reynolds-Zahlen auch fir v — 0 erreicht werden.

Tatsache ist, dass sich die sog. laminare Stromung, bei welcher die Zahigkeit dominiert, i.a.
nur unterhalb von bestimmten Reynolds-Zahlen ausbildet. Oberhalb dieser kritischen
Reynolds-Zahl stellt sich eine vallig andere Strémung ein, bei welcher Druck- und Geschwin-
digkeitsschwankungen im Strémungsfeld auftreten, welche zufélliger Natur sind. Derartige
Stromungen werden als turbulent bezeichnet. Dieser Umstand bedingt, dass je nach Art der
Strémung auch unterschiedliche Materialgleichungen benttigt werden.
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4.2.1 Laminare Strémung

Die Oberflachenkrafte an einem betrachteten Volumenelement werden Uber den Spannungs-
zustand ermittelt, welcher durch den Spannungstensor 1;; beschrieben wird. Da infolge des
hydrostatischen Drucks auch in der ruhenden Flissigkeit Normal spannungen vorhanden sind,
ist es Ublich, den Spannungstensor wie folgt aufzuspalten

T, =-— p6ij + T;j (4.27)

Dabel kennzeichnet p den Druck und &; das Kronecker-Symbol, welches fur i=j den
Wert &; = 1 annimmt. Fur die mittlere Normal spannung gilt dann

1

3T (4.28)

I[_):

Diese ist im bewegten Stromungsfeld im allgemeinen ungleich dem negativen Druck. Mit T;

ist der Reibungsspannungstensor gekennzeichnet. Dies ist derjenige Anteil des Spannungsten-
sors, welcher die Scherung der Fluidelemente bewirkt. Er kann aus diesem Grund nur mit dem
symmetrischen Anteil des Geschwindigkeitsgradienten-Tensors nach Gl. (3.7) zusammen-
hangen. Mit Gl (1.3) wurde fur die zweidimensionale Bewegung ein linearer Zusammenhang
zwischen der Schubspannung und dem Geschwindigkeitsgradienten fir die Newtonschen
Fluide vorgestellt. Im algemeinen Fall der dreidimensionalen inkompressiblen laminaren
Stromung einer Newtonschen Flissigkeit bleibt diese lineare Abhangigkeit von der dynami-
schen Zahigkeit erhalten. Die Reibungsspannungen kénnen deshalb durch die Gleichung

EATS
T; =N [ﬂ + l] (4.29)

wiedergegeben werden. Bei kompressiblen Flussigkeiten ist neben der dynamischen Zahigkeit
noch die von der Kompression abhangige Druckzadhigkeit zu beachten. Fir nicht-Newtonsche
Flissigkeiten sind diese einfachen linearen Zusammenhange nicht mehr glltig.

4.2.2 Turbulente Stromung

Die turbulente Stromung unterscheidet sich wesentlich von der laminaren dadurch, dass neben
der viskosen Reibung, welche auf die Schwingungen der einzelnen Molekile beruht, im Stro-
mungsfeld zuféllige Schwankungsbewegungen grol3erer Fllssigkeitsballen zu beobachten
sind. Der Impulsaustausch im molekularen Bereich wird Uberlagert durch denjenigen dieser
von den Schwankungen erfassten Flussigkeitsballen. Allein dies verdeutlicht, dass das Wider-
standsverhalten durch das Phanomen Turbulenz erheblich beeinflusst wird.

4.2.2.1 Schwankungsbewegungen

Bel ausreichendem Energiegehalt sind den zeitlichen Mittelwerten der Geschwindigkeit v
Schwankungsbewegungen v’ Uberlagert, so dass z. B. die Momentangeschwindigkeit vy in
x-Richtung erfasst wird durch

V, =V _+V (4.30)
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Die ungeordneten Schwankungsbewegungen erzeugen durch den vermehrten Impul stransport
zusétzliche Normal- und Schubspannungen, welche als scheinbare Spannungen der turbulen-
ten Stromung bezeichnet werden. Mit Hilfe des Ansatzes von Boussinesque wird analog zum
Newtonschen Reibungsgesetz fir die turbulente Bewegung

(4.31)

formuliert. Der kinematischen Zéhigkeit v =n/p ist deshalb eine "scheinbare" kinematische
Zahigkeit

g = (4.32)
P

zugeordnet, wobei €, im Gegensatz zu v keine physikalische Eigenschaft des Fluids ist. Der
mit Gleichung (4.31) geschilderte Zusammenhang ist zunéchst rein formal und muss durch die
Turbulenzeigenschaften ausgedriickt werden. Die Schwankungsbewegungen sind zeitabhan-
0ig, so dass eine turbulente Stromung grundsétzlich nur beztglich ihrer zeitlichen Mittelwerte
als stationér angesehen werden kann.

Der zeitliche Mittelwert der Stromung wird durch eine Integration tGber den Momentanwert vy
Uber einen ausreichend grof3en Zeitraum At gewonnen (Abb. 4.11).

to+At v
\Y
X

== Jvodt fur S (4.33)

X A_t :

<l

wobei der zeitliche Mittelwert der Schwankungsbewegung vV, voraussetzungsgemald Null sein
MUSS.

v MVARMMW
AT

<

t, t,
Abb. 4.11: Turbulente Schwankungen der Geschwindigkeitskomponente v,

Die Stérke der Schwankungen wird deshalb durch +/(v,)? angegeben.

Fur den verstérkten Impulstransport quer zur Strémungsrichtung sind die Schwankungsbe-
wegungen verantwortlich. In einer ebenen Stromung in x-Richtung gilt (Abb. 4.12)

71



Kapitel 4: Grundgleichungen

V=V, (y) und VvV,
=0

<l
I
<l

y z

Mal3geblich fur den Impulstransport und damit fur die scheinbaren Schubspannungen ist der
zeitliche Mittelwert des Produktes der Schwankungsbewegungen.

<l|

Abb. 4.12: Momentane Geschwindigkeitsverteilung einer ebenen Stromung in x-Richtung

So gilt z.B. fur die in Abb. 4.12 gezeigte ebene Bewegung

T, == PV, V, (4.34)

Da selbst in diesem ebenen Stromungsfeld die Schwankungsbewegungen in allen drei Koor-
dinatenrichtungen auftreten, sind die sog. Reynolds-Spannungen in algemeingultiger Form
darzustellen, wozu hier auf die Zeigerschreibweise zuriickgegriffen wird. Es gelten allgemein

T, =~ pr\/'j (4.35)
Sind fur einen Punkt des Stromungsfeldes die Schwankungskomponenten bekannt, so kann
damit die scheinbare kinematische Zahigkeit €; nach dem Boussinesque-Ansatz wegen

dv.
T, =pg, —- (4.36)
b dx,

berechnet werden. Neben diesem rein formalen Ansatz in Anlehnung an die Formulierung des
Widerstandsverhaltens der laminaren Stromung, wird stellvertretend fir viele Ansétze der
Prandtl sche Mischungsweg vorgestellt, bei dem die Schwankungsbewegungen im Stromungs-
feld berlicksichtigt werden.

4.2.2.2 Prandtlscher Mischungsweg

Ein Flussigkeitsballen aus der Schicht (yi- 1) mit der Geschwindigkeit vy (yi-1) bewegt sich
unter Beibehaltung seines x-Impulses quer zur Hauptstromungsrichtung (Abb. 4.13).
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Yir—V,(Y.) %
I Vx(yl-l) ”””

v,(Y)

Abb. 4.13: Prandtlscher Mischungsweg

In der Schicht y; hat er eine kleinere Geschwindigkeit als seine Umgebung, so dass

)

Da der FlUssigkeitsballen in Richtung der y-Achse bewegt wird, ist dabei v'y > 0. FUr den
umgekehrten Weg eines Fllssigkeitsballens von der Schicht (y; + 1) gilt

o).

VX

dy
wobei hier v'y <0 ist. Die durch die Querbewegungen verursachten Geschwindigkeitsunter-
schiede Av, und Av, konnen also turbulente Schwankungsbewegungen der Schicht y; auf-
gefasst werden, deren zeitlicher Mittelwert

- % EmAVXJ + |Asz|) | [i] (de ]
1

dy

av,
dy

AVX1 = Vx(yl) - Vx(yl - l) = 1I:E

AVXZ =Vx(yl+|)_vx(y1) = lI:E

N
Vx

ist. Die GroRRel ist der Mischungsweg nach L. Prandtl. Seine physikalische Bedeutung: Ein
Fluidballen muss den Mischungsweg | zurticklegen, bis der Unterschied zwischen seiner ur-
spruinglichen Geschwindigkeit und derjenigen des neuen Ortes gleich der mittleren Schwan-
kung der Langsgeschwindigkeit ist. Treffen zwei Fluidballen in der Schicht y; so zusammen,
dass der schnellere vi(y1 +1) hinter dem langsameren vy(y1 - 1) ist, so stol3en beide mit der
gleichen Geschwindigkeit 2V’ zusammen. Sie erzeugen damit eine Querbewegung zur
Schicht y,. Gelangen dagegen beide Flissigkeitsballen in der umgekehrten Reihenfolge hin-
tereinander, so entfernen sie sich voneinander und der Zwischenraum muss von der Umge-
bung aufgefillt werden, so dass eine Querbewegung zur Schicht y; erfolgt. Beide Schwan-
kungskomponenten v, und vy’ sind somit von gleicher Grofenordnung, wobei ein vy' > 0 ein
Vy' < 0 erzeugt und umgekehrt. Allgemein ist daher

dv, |’
v;v’y:—lz[dxj (4.37)
y

und die turbulente Schubspannung, die mit dem Vorzeichen von dv, / dy korreliert ist, fuhrt
zu
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T, =pl° %/x ddl; (4.40)

Diese Gleichung ist die Prandtlsche Mischungswegformel. Sie steht fiir einen von vielen
theoretischen Ansdtzen zur Berechnung von turbulenten Strémungen. Unbekannt in der Mi-
schungswegformel ist die Grofe | des Mischungsweges. Fur eine Reihe von Stromungen kann
der Mischungsweg als eine Funktion des Ortes bestimmt werden. Wichtigstes Beispiel dafir
ist die Rohrstrémung, welche auch in ihrer Turbulenzstruktur voll erfasst ist.

Die im Innern der Strémung erzeugten Schubspannungen miissen wegen des Kréftegleichge-
wichtes Uber die Wandschubspannung t, in Form eines Reibungswiderstandes abgetragen
werden. In der Rohrstromung ist z. B. wegen dv, / dy = 0 in Rohrachse die Schubspannung
gleich Null und erreicht an der Wand mit 1o ihr Maximum. In der turbulenten Strémung sind
wegen der Haftbedingung an der Wand auch die Schwankungskomponenten in unmittelbarer
Wandnahe Null. In der Nahe der Wand ist daher, zumindest bel einer glatten Wand, nach wie
vor auch die Zéhigkeit wirksam, so dass ganz allgemein gilt

T, =T, +1,=n ddv" —pVv,V, (4.41)

oder aber unter Verwendung der kinematischen Zahigkeiten

r, =pv et pe o (4.42)
dy dy

Durch Geschwindigkeitsgradienten kommt es zum Impulsaustausch. Im Mikrobereich (mole-
kular) ist fur die innere Reibung die Zahigkeit, im Makrobereich (FlUssigkeitsballen) der
durch die turbulenten Schwankungsbewegungen verstérkte Impulsaustausch malf3gebend.
Diese werden alein durch die Eigenschaften des Stromungsfeldes bestimmt und sind deshalb
nur durch entsprechende Modellvorstellungen quantifizierbar. Eines der bekanntesten Turbu-
lenzmodelle ist das sog. k-e-Modell, bei welchem die kinetische Energie k der turbulenten
Schwankungsbewegungen mit der viskosen Dissipation € von turbulenter kinetischer Energie
in einem sog. Zwei-Gleichungs-Modell in Beziehung gesetzt wird. Ein Materialgesetz dhnlich
dem fUr die laminare Stromung ist deshalb fir die turbulente Strémung nicht verftgbar.

Im Kapitel 5 wird gezeigt, wie es trotz dieser Schwierigkeiten gelungen ist, auch das Verhal-
ten von turbulenten Stromungen ausreichend genau zu erfassen. Dies gilt z. B. fir die Stro-
mung im Bereich einer festen Wand.

4.3 Bewegungsgleichungen

Durch die Kombination der Erhaltungssdtze mit den Materialgesetzen entstehen die auf dem
Impulssatz beruhenden speziellen Bewegungsgleichungen. Hier wird auf die wichtigsten die-
ser Gleichungen eingegangen. Im Hinblick auf die bereits geschilderten Probleme mit der tur-
bulenten Stromung wird Wert auf das Aufzeigen der Grenzen fur die Anwendbarkeit gelegt.
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4.3.1 Navier-Stokes-Gleichungen

Ausgangspunkt der Uberlegungen ist die differentielle Form des Impulssatzes in Gestalt der
Cauchyschen Bewegungsgleichung (4.16)

p((;—\: +(v @rad)vJ =pk +00

in welcher der zweite Term der rechten Gleichungsseite mit den partiellen Ableitungen aller
Spannungen nach den drel Koordinatenrichtungen durch ein verfligbares Materialgesetz zu er-
setzen ist. Dies liegt in Gestalt der Gl. 4.29 nur fUr die laminare Strémung vor. Darin werden
allerdings nur die Reibungsspannungen in Abhangigkeit von den Geschwindigkeitsgradienten
dargestellt. Deswegen ist noch die mit Gl. 4.27 vorgenommene Aufspaltung in die Normal-
und Reibungsspannungen vorzunehmen. Dies fihrt zu

p((;—\: + (v @rad)vj =pk -Op+ 00, (4.43)

Durch die Ableitung des Reibungsspannungsterms verbleiben fir die inkompressible Stro-
mung wegen [MIv= 0 nur die zweiten Ableitungen der Geschwindigkeitskomponenten, so

dass nach Umformung die Beziehung

%+(v@rad)v:k —lgradp+vAv (4.44)
P

erhalten werden kann. Beim letzten Term der rechten Gleichungsseite ist die Geschwindigkeit
v mit dem Laplaceschen Operator verknipft. Gl. 4.44 sind die Navier-Stokes-Gleichungen
fUr die inkompressible laminare Stromung. In ihr sind neben dem Vektor der auf die Massen-
einheit bezogenen Volumenkraft nur noch die Funktionen des Stromungsfeldes mit den unab-
hangigen Verdnderlichen der Zeit und des Raumes verknipft. Den vier Unbekannten v und p
stehen hier die drei Gleichungen fir die jewelligen Richtungen gegentiber. Die vierte Glei-
chung liefert die Kontinuitatsbedingung in Gestalt von GlI. 4.5. Leider gibt esim Bereich des
Bauingenieurwesens nur wenige Sonderféle, welche eine Anwendung der Gl. 4.44 zulassen.
In Kap. 5 werden Losungen fur die Spaltstromung vorgestellt.

Die Losungsmdglichkeit von Gl. 4.44 fur raumliche Strémungen wird besonders durch die
nichtlinearen Terme der konvektiven Beschleunigung erschwert. Fir sehr kleine Reynolds-
zahlen ist alerdings die Wirkung der Tragheitskréfte gegentiber den durch die Zahigkeit aus-
gelibten Reibungskraften vernachlassigbar. Fir diesen Sonderfall kann die linke Gleichungs-
seite gleich Null gesetzt werden. Dies erleichtert die Lésung der Dgln. wesentlich.

Angesichts der Schwierigkeiten mit der Modellierung der Turbulenzeigenschaften wurde die
Navier-Stokes-Gleichungen durch die Erhéhung der kinematischen Zahigkeit um einige Zeh-
nerpotenzen flr die Berechnung turbulenter Stromungen eingesetzt. Dies bedeutet allerdings,
dass im gesamten Stromungsfeld eine isotrope Turbulenzstruktur vorliegen muss, was nur né-
herungsweise zutrifft.
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4.3.2 Reynolds-Gleichungen

Setzt man in die Navier-Stokes-Gleichungen die Mittelwerte fir die Geschwindigkeiten der
turbulenten Strémung ein, so konnen die Terme durch die Mittelwerte ersetzt werden. Bei den
nichtlinearen Termen fallen alerdings die zeitlichen Mittelwerte der Produkte der einzelnen
Schwankungskomponenten nicht heraus. Unter Ziff. 4.2.2 wurden diese Grolen bereits as
turbulente Schubspannungen angefihrt. Wegen der Verknipfung der Mittelwerte und der
Schwankungskomponenten sind die daraus resultierenden Gleichungen in Zeigerschreibweise
wiedergegeben. Sie lauten

. 2 D v O0V.| —
Vi g Vg 410P, 0 [v (av' + avjj—VEV'jJ (4.45)
X
]

<l

—
x
©
(o3}
X

axj

und werden als Reynolds-Gleichungen bezeichnet. Mit den Ableitungen der zeitlichen Mit-
telwerte der Produkte der Schwankungsgeschwindigkeiten entstehen weitere 9 Terme, von
denen wegen der Symmetrie des sog. Reynolds-Spannungstensors allerdings nur 6 unbekannt
sind. Sie zu eliminieren ist Aufgabe der Turbulenzmodelle. Dies verdeutlicht, welcher Auf-
wand getrieben werden muss, damit die turbulente Stromung tberhaupt einer Berechnung zu-
ganglich wird.

4.3.3 Eulersche Bewegungsglei chungen

Die Eulersche Bewegungsgleichungen sind ein Sonderfall von Gl. 4.44, der die reibungs-
frele Stromung beschreibt. Hier werden die im Stromungsfeld normalerweise vorhandenen
Schubspannungen vernachlassigt. Dann entféllt einfach der letzte Term in Gl. 4.44, sodass mit

2—\: + (vgrad)v = k- 1 gradp (4.46)
P

eine Form der Bewegungsgleichung erhalten wird, in welcher die Auswirkung der Viskositét
auf den Stromungsvorgang keine Berticksichtigung findet. Dies erscheint zunachst widersin-
nig, dajede Fllssigkeit eine gewisse Zahigkeit aufweist. Auch hier muss jedoch darauf geach-
tet werden, welchen Einfluss die Reibung tatsachlich auf das Strémungsgeschehen nimmt. Es
gibt viele Anwendungsfélle, bei denen die Wirkung der Reibung auf einen kleinen Bereich
des Stromungsfeldes, z. B. in Wandnahe, beschrankt bleibt. Dann kann bei hohen Reynolds-
zahlen sogar eine turbulente Stromung mit gutem Erfolg beschrieben werden. Dies gilt auch
fur die Anwendung der Potentialtheorie unter Kap. 6.

4.3.4 Bernoulli-Gleichung

Normalerweise wird die Bernoulli-Gleichung Uber die Integration der Eulerschen Gleichung
langs einer Stromlinie hergeleitet. In diesem Fall ist die Bewegung auf die natirlichen Koor-
dinaten bezogen, eine Geschwindigkeitskomponente liegt nur in Tangentenrichtung vor. Nach
Gl. 3. 17 gilt fur die Tangential beschleunigung

9t odsdt at as 9t s

dv  dvds_dv dv__dv a(vz]
+ + V= + 5
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sodass wegen des Bezugs auf die Lagrangesche Methode der Beschreibung der Strdmung an-
stelle der konvektiven Beschleunigungen nur noch die Ableitung des Quadrats der Geschwin-
digkeit nach der Richtung vorhanden ist. Dieser quadratische Term ist leicht mit der kineti-
schen Energie der Strémung zu verkniipfen, welche ja fir das Massenelement dm durch

V2

— dm 4.47
5 (4.47)

definiert ist. Dabei wird dann noch vorausgesetzt, dass die Massenkraft ein Potential hat. Dies
wird der spéteren Anwendung nicht vollstandig gerecht, weil die Bernoulli-Gleichung auch
auf Stromlinien Gbertragen wird, bel denen ein Verlust an mechanischer Energie zu verzeich-
nen ist. Im dreidimensionalen Stromungsfeld ist allgemein die konvektive Beschleunigung in
Gl. 4.46 entsprechend der Gl. 3.12 wie folgt mit der auf die Masse bezogenen kinetischen
Energie verknupft

(vigrad)v =vxrot v+%grad v

Die Ausdehnung des Anwendungsbereichs auf das gesamte Stromungsfeld wird dann Uber die
ebene Stromung der Potentialtheorie (Kap. 6) erreicht. Auch die Potentialtheorie ist voraus-
setzungsgemald reibungsfrei. Demnach kann durch diese Ableitung der Schritt von der Strom-
linie zum Stromungsfeld vollzogen werden. Auch hier werden jedoch die immer vorhandenen
Verluste an mechanischer Energie nicht in die Uberlegungen mit einbezogen. Haufig wird
trotz dieser Herleitung Uber die reibungsfreie Stromung die Bernoulli-Gleichung as Ener-
giegleichung bezeichnet. Auch dies ist nur unter Vorbehalten nachzuvollziehen, da mit der
Bernoulli-Gleichung bestenfalls eine Bilanzierung der mechanischen Energie erreicht werden
kann. Unter Ziff. 4.1.3 wurde das Gesetz fir die Energieerhaltung unter Einbeziehung der
inneren Energie beschrieben.

Sinnvoll wére daher eine Ableitung Uber die Navier-Stokes-Gleichungen, da diese die kon-
vektiven Beschleunigungen und die durch diese ausgeldsten Reilbungsspannungen enthalten.
Fur die turbulente Stromung wird durch die Reynolds-Spannungen im Prinzip nur die erhohte
innere Reibung dieser Stromungsart berticksichtigt. Die kinetische Energie eines Punktes im
Stromungsfeld ist in diesem Fall indirekt in der Spur des Geschwindigkeitsgradienten-Tensors
enthalten. Die kinetische Energie des Flissigkeitsteilchens pro Masseneinheit ist dann Gber
die Beziehung

V_22 (v2 vz +v2) (4.49)

N

bestimmbar. Eine Bilanzierung der Gesamtenergie ist mit den Navier-Stokes-Gleichungen
dann in die Uberlegungen mit einbezogen, da die Erzeugung der Reibungsspannungen und
ihre irreversible Umwandlung in innere Energie in diesen Gleichungen berticksichtigt wird.

Die Uberlegung mit der kinetischen Energie des Fliissigkeitsteilchens im Stromungsfeld weist
bereits darauf hin, dass die drei Komponentendarstellungen miteinander verkntipft werden
mussen, was angesi chts Reibungsterme sehr untibersichtlich wird. Auch hier wird deshalb der
einfache Weg der Ableitung Uber den Stromfaden bestritten, allerdings unter Hinweis auf die
bereits getroffenen Anmerkungen, dass mit der Bernoulli-Gleichung eine Uber die einschran-
kenden Voraussetzungen hinausgehende Anwendung maoglich ist. Dies erscheint angesichts
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der Uberragenden Bedeutung gerade dieser Gleichung fur das Verstandnis der Strémung
wichtig.

Ausgehend von den Eulerschen Bewegungsgle chungen nach Gl. 4.46

av 1
— +(vlgrad)v =k — = grad
5, + (vigrad) S gradp

wird mit Hilfe der eindimensionalen Betrachtung der Beschleunigungsterme nach Gl. 3.17

2
AL (L (4.49)
at as p 0s

Im Schwerefeld der Erde hat im Inertialsystem die Massenkraft das Potential ® = - gz, da die
Erdbeschleunigung antiparallel zur Richtung der z-Achse ist. Da die raumliche Veranderung
alein durch die natirliche Koordinate s beschrieben wird, kann die partielle Differentiation
durch die totale ersetzt werden. Somit wird

av d (v? d 1d
9 (gz)-= P (4.50)
at ds 2 ds p ds

Diese Gleichung kann, da nur noch von s und t abhangig, einfach langs der Stromlinie inte-
griert werden. Dies fuhrt zu dem Ergebnis

_[ ds+V—+gz+ _[—zconst (4.51)

Wenn as Massenkraft allein die Schwerkraft auftritt und die Dichte als konstant angenommen
wird, kann der vierte Term auf der linken Seite durch p/p ersetzt werden. In diesem Zusam-
menhang ist der Hinweis wichtig, dass mit der Bernoulli-Gleichung i.a. keine Aussage Uber
den ortlichen Druck moglich ist. Besonders wichtig ist dies bei gekrimmten Strombahnen, da
entsprechend Gl. 3.17a in der Normaenrichtung zusétzliche Beschleunigungen auftreten,
demnach nicht mehr adlein die Schwerkraft als Massenkraft einwirkt. Wird zwischen zwei
Punkten 1 und 2 auf der Stromlinie integriert, dann gilt

2

—ds+ 1+ z, +2
Jat J

2
Py V—22 +0z, + % = const. (4.52)

Fur die stationare Stromung entféllt das Integral mit der lokalen Beschleunigung. Wird gleich-
zeitig durch die Erdbeschleunigung dividiert, dann nimmt die Bernoulli-Gleichung fir jeden
Ort der Stromlinie folgendes Aussehen an

2

Y i+ P const. (4.53)

29 P9

Die Integrationskonstante der rechten Gleichungsseite wird als Bernoullische Konstante be-
zeichnet. Wird fur sie die Bezeichnung H eingefiihrt, so ist
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2
2+ P+ Y oy (4.54)

PO 29
Samtliche Terme dieser Gleichung verkérpern skalare Grof3en und haben die Einheit einer
Lange. Neben den bekannten Bezeichnungen z fir die Ortshohe und p/pg fur die Druckhohe
werden v3/2g als Geschwindigkeitshéhe und H a's Ener giehdhe bezeichnet. Die Summe aus
Orts- und Druckhéhe z + p/pg wird piezometrische Héhe genannt. In der Grundwasserhy-
draulik ist hierfir die Bezeichnung der Standrohr spiegelhdhe gebrauchlich. Esist digenige
Hohe, in welcher sich in einem vertikalen Standrohr mit einer Offnung an der Unterseite, der

Wasserspiegel im Grundwasserleiter einstellt.

Da nur noch skalare Grofen in der Bernoulli-Gleichung (Gl. 4.54) erscheinen, muss der Zu-
sammenhang mit den mechanischen Teilenergien noch einmal aufgezeigt werden. Ausgegan-
gen wurde von den Eulerschen Bewegungsgleichungen (Gl. 4.46), in welcher ausschlief3ich
Beschleunigungsterme der Einheit m?/s aufgefiihrt sind. Da diese die am Volumenelement
wirksamen Kréafte bzw. den Impulsstrom verkérpern, sind sie durch Division der Kréfte bzw.
des Impulsstroms durch die Masse des Volumenelements entstanden. Es werden dabel dem-
nach auf die Einheitsmasse bezogene GroRen behandelt. Beim Ubergang von Gl. 4.53 zu
Gl. 4.54 wurde zudem durch die Erdbeschleunigung dividiert. Das bedeutet, dass samtliche
Terme der Bernoulli-Gleichung in der Schreibweise der Gl. 4.54 durch den Ausdruck mg
dividiert worden sind. Multipliziert man die Ortshéhe z mit mg, so wird mit mglZ die Lage-
energie des betrachteten Flissigkeitsteilchens, bel Betrachtung der Geschwindigkeitshohe die
kinetische Energie erhalten.

Die Druckhthe wurde aus dem Druck p durch die Division durch das Produkt pg gewonnen.
Wird die Geschwindigkeitshohe v&/2g ebenfalls mit pg multipliziert, dann wird mit

2

v
A 4.55
p 5 (4.55)

der sog. Staudruck oder Geschwindigkeitsdruck erhalten.

Beispiel 4.4: In einer gleichformigen Stromung mit der Geschwindigkeit v wird ein strémungsgiinstig geformter
Korper umstromt. Eingezeichnet sind im Abb. 4.14 die zugehorigen Stromlinien, welche an der Korpervorder-
seite einen singulé@ren Punkt aufweisen, an dem sich die Stromlinie teilt. Zu bestimmen ist der Druckunterschied
zwischen einem Punkt O im ungestorten Bereich des Stromungsfeldes und dem Punkt S an der Verzweigung der
Stromlinien.

Abb. 4.14; Umstrémung eines K érpers
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Am Verzweigungspunkt weisen die Stromlinien eine vertikale Tangente auf, da die Flissigkeit nach beiden Sei-
ten abgelenkt wird. Im Punkt S muss daher die Geschwindigkeit gleich Null sein, da der Kérper nicht durch-
stromt wird. Die Anwendung von Gl. 4.54 zeigt

Zo+Pg /P O+v2/20=z4+pg / pg+0

Wegen zo = zs wird mit Ap = ps - po schliefdlich
2
Y
Ap=p >
Ein Vergleich mit Gl. 4.55 zeigt, dass dies genau dem Staudruck entspricht. Der Punkt S wird daher als Stau-
punkt bezeichnet.

Beispiel 4.5: Ein in einem rechten Winkel abgebogenes Réhrchen wird mit seiner offenen Vorderseite in eine
stromendes Wasser gehalten. Dabel steigt der Wasserspiegel im Roéhrchen Uber den Wasserspiegel am Messort
an (Abb. 4.15). Wie st dies zu erklaren?

2
v
T IZg V4
f ! =
v pg H
— o L
Zy Zg
i L

Abb. 4.15: Staurohr in einer Strémung mit freiem Wasserspiegel

An der offen Seite des Rohrchens wird wie im Beispiel 4.4 die Geschwindigkeit der Strémung v bis auf den Wert
Null abgebremst, da das Hindernis umstrémt werden muss. Im Gegensatz zum Beispiel 4.4 kann Wasser unmit-
telbar nach dem Einbringen in die Strdmung in das Réhrchen einstrémen. Das Wasser im Rohrchen steigt so
lange an, bis der Druck an der offenen Vorderseite durch den hydrostatischen Druck ausgeglichen wird, der sich
im Rohrchen aufbaut. Da neben dem Umgebungsdruck auf das Rohrchen noch der Staudruck wirkt, entspricht
der Anstieg Uber den Wasserspiegel genau der Geschwindigkeitshéhe v3/2g der Strdmung. In ausreichender
Entfernung vor dem Roéhrchen entspricht die Druckhthe auf Hohe der Achse des Rohrchens der Uberdeckung
mit Wasser. Sie wird demnach durch den Wasserspiegel angezeigt. Gleichzeitig ist an diesem Punkt, der wieder
mit O bezeichnet wird, die ungestérte Geschwindigkeit v vorhanden. Ein Energiehthenvergleich bringt folgenden
Zusammenhang:

Zo+PoPg+v?/2g=z5+ps / pg+0=H

In dem Roéhrchen wird demnach die Energiehthe angezeigt. Wird die Ortshthe auf die Gerinnesohle bezogen,
dann wird die Energiehdhe Uber der Gerinnesohle angezeigt. Ein derartiges Rohrchen wird deshalb als Staur ohr
oder Pitotrohr bezeichnet. Mit der Offnung entgegen der Anstrémrichtung wird in ihm die Energiehthe oder der
Gesamtdruck (= statischer Druck + Geschwindigkeitsdruck) in der Fllssigkeit angezeigt.

Beispiel 4.6: In einem Rohr werden unmittelbar vor und nach einer Verengung tber Bohrungen in der Rohrwand

die Druckhdhen in den Querschnitten (1) und (2) bestimmt (Abb. 4.16). Unterscheidet sich die Anzeige eines
Staurohrs, das an beiden Querschnitten eingefiihrt wird?
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H = const

1)

Abb. 4.16: Druckabfall im Bereich einer Rohrverengung

Da keine Reibungsverluste berticksichtigt werden, ist die Anzeige des Gesamtdrucks durch das Staurohr in bei-
den Querschnitten gleich. Der Wasserspiegel steigt in jedem der beiden Querschnitte um die jeweilige Ge-
schwindigkeitshthe Uber die entsprechende Druckhthe an und gibt die Lage der Energieh6he wieder. Da wegen
der Kontinuitdtsbedingung das Verhaltnis der beiden Geschwindigkeiten v, und v, durch das Flachenverhdltnis
bekannt ist (Beispid 4.2), kann tiber den Druckhdhenunterschied zwischen den beiden Querschnitten der Durch-
flussim Rohr bestimmt werden.

Aus den Beispielen wird ersichtlich, dass mit einfachen Hilfsmitteln wie Druckbohrungen mit
angeschlossenen Standrohren und dem Staurohr Einblicke in die Stromungsverhaltnisse so-
wohl der Rohrstromung as auch bei der Gerinnestromung mit freier Oberflache gewonnen
werden konnen. Durch die Bestimmung des Gesamtdrucks kann die Lage der Energiehohe in
einem Querschnitt bestimmt werden.

(1) 2)

Abb. 4.17: Energie- und Drucklinienverlauf fir eine gerade Stromréhre bei Reibungsfreiheit

Ist die durchflossene Querschnittsflache bekannt, so kann durch das Abtragen der Geschwin-
digkeitshohe von der Energiehdhe auch die Lage der Druckhthe im betrachteten Querschnitt
gewonnen werden. Durch die Verbindung der der einzelnen Druckhthen kann in Strémungs-
richtung der Druckhohenverlauf, die sog. Drucklinie, gezeichnet werden. Bel reibungsfreier
Stromung weist die Energiehthe 1angs dieser Stromung keine Veranderung auf. Sie ist dem-
nach horizontal (Abb. 4.17).
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In Wirklichkeit sind z. B. in einer Rohrleitung durch die Wirkung der Rohrreibung Energie-
hohenverluste nicht zu vermeiden. Diese Verluste kénnen ihrerseits durch die Messungen des
Gesamtdrucks langs der Leitung direkt gemessen werden. Damit ist 18ngs einer Leitung auch
der Verlauf der Energiehdhen in den einzelnen Messpunkten bekannt. Thre Verbindung zeigt
dann den Verlauf der sog. Energielinie an. Die Energielinie weist grundsétzlich ein Gefélle in
Stréomungsrichtung auf. Das Vorgehen bei der Anwendung der Bernoulli-Gleichung fir rei-
bungsbehaftete Stromungen modifiziert deshalb lediglich den Energiehdhenvergleich. Zwi-
schen den Querschnitten (1) und (2) wird berticksichtigt, dass in Stromungsrichtung ein Ener-
giehohenverlust Ae auftritt (Abb. 4.18).

Energielinie
x T / 1
______,___i,___;___ > Ae
H| .
ZI
l Bezugsniveau ]
(D @

Abb. 4.18: Energiehthenvergleich unter Berlicksichtigung der Rohrreibung

Der Energiehdhenvergleich liefert dann

H,=H, + Ae (4.56)

Es war die Aufgabe von experimentellen Untersuchungen, tber Messungen das Widerstands-
verhalten von bestimmten Stromungen, wie z. B. der Rohrstrdmung, zu erforschen und daraus
Gesetzmaldigkeiten Uber die dabel auftretenden Energiehdhenverluste abzuleiten. Auf diese
Weise war es moglich, auch ohne die Simulation von Einzelheiten des Stromungsfel des tech-
nisch wichtige Stromungen zu beherrschen.

Bei der eindimensionalen Betrachtung wird der Term mit der Geschwindigkeitshdhe bei un-
gleichformiger Geschwindigkeitsverteilung durch einen Korrekturfaktor o ausgeglichen, der
stets grofRer als 1 ist.

Fur diesen Korrekturfaktor gilt

1
VA

a=

j usdA (4.57)

A

Auf das mehrdimensionalen Strémungsfeld sind die auf den Stromfaden bezogenen Aussagen
der Bernoulli-Gleichung nicht mehr ohne weiteres Ubertragbar, da Aussagen Uber den ortli-
chen Druck nur unter der Voraussetzung der hydrostatischen Druckverteilung méglich sind.
Bel gekrimmten Strombahnen wird die Druckverteilung durch die Beschleunigungen normal
zur Stréomungsrichtung beeinflusst, welche durch die Gl. 3.17a beschrieben werden. Ist im
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Stromungsfeld an einem diskreten Punkt die Druckhdhe bekannt, so kann davon ausgehend
die Druckhohenverteilung berechnet werden. Bei der Stromung mit freier Oberflache ist z.B.
der Atmosphérendruck als Randbedingung vorgegeben. Bel der verlustfreien Strémung gilt
die Bernoullische Konstante im gesamten Stromungsfeld. Zur Berechnung der Druckhhen-
verteilung in Normalenrichtung wird deshalb der Ansatz d0H /dn = 0 herangezogen.

Aus der Eulerschen Bewegungsgleichung nach Gl. 4.46 wird in Verbindung mit Gl. 3.17a fur
die Normalenrichtung die Beziehung

_1op
pon

=k

(4.58)

n

v,  V°
+ —
ot r

erhalten, welche &hnlich aufgebaut ist wie Gl. 4.49 fir die tangentiale Richtung. Wirkt als
Massenkraft lediglich die Schwerkraft und wird eine stationdre Stromung vorausgesetzt, dann

gilt

vi__0(g) _10p (4.59)
r an  poan '

Diese Gleichung kann durch Ergdnzung mit dem Term v dv /dn umgeformt werden zu

2
Vi _,0v__d(g2) _13p_ v

(4.60)

r on on podn on

wobei die rechte Gleichungsseite dann gleichbedeutend ist mit

2 2
0@ 1op_ofvi)__0f, P Vv
on pon dn\ 2 on pg 29

Das bedeutet jedoch, dass wegen der konstanten Energiehdhe im Stromungsfeld die rechte
Gleichungsseite von Gl. 4.60 verschwindet. Normal zur Strémungsrichtung muss demnach bei
konstanter Energiehdhe die Bedingung

ov _ vV

ov_Vv 4.61
on r ( )

eingehalten werden. Kann die Verdnderung der Tangentialgeschwindigkeit v wegen der Ver-
anderungen des Radiusr der Strombahnenkrimmung im Stromungsfeld nicht explizit be-
schrieben werden, so ist eine Integration 1angs einer Aquipotentiallinie vorzunehmen. Sind im
einfachsten Fall die Stromlinien konzentrische Kreise in einer Ebene, so weist die Richtung
der Normalen zum Kreismittelpunkt. FUr diesen Sonderfall kann die Geschwindigkeitsvertei-
lung zu

v=C (4.62)

direkt angegeben werden. Diese Geschwindigkeitsverteilung liegt auch im sog. Potentialwir-
bel (s. Ziff. 6.2.3) vor.
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Beispiel 4.7: Fur die Strémung Uber eine Sprungschanze entsprechend Abb. 3.10 sind Geschwindigkeits- und
Druckhthenverteilung im tiefsten Punkt zu bestimmen. Gegeben sind hierfir die Wassertiefey = 1,0 m und die
Geschwindigkeit v, = 8,0 m/s an der Oberfléche des Wasserstrahles. Der Ausrundungsradius der Schanze betréagt
6,0 m.

Losung: Zunédchst ist das Energiehdhenniveau zu bestimmen. Wird die Sohlenkote am tiefsten Punkt der Sprung-
schanze mit z = 0 vorgegeben, so ist an der Strahloberfléche, fir welche die Druckhdhe wegen des Atmosphé-
rendrucks Null ist, die Energiehdhe

Ho = 2o + py/pg + Vo2/2g = 1,00 + 0 + 8,0219,62 = 1,00 + 3,26 = 4,26 m

Der Radius der durch die Oberflache gebildeten Stromlinie ist r,=6,0—1,0=5,0m. Uber die Gl. 4.62 kann
dann die Konstante c fur die Kreisbewegung bestimmt werden:

C=Vyr,=8,05,0=40,0 m?s
Fur die Kreisbewegung ist somit auch die Geschwindigkeit am der Unterseite des Strahls zu berechnen. Esist

v, = ¢/r = 40,0/6,0 = 6,67 m/s und deshalb
v22g=2,67m

Uber das bereits bekannte Energiehdhenniveau kann dann auch die Druckhohe am tiefsten Punkt zu
P/Pg =Ho—2,— V29 =4,26-0-2,67=159m

berechnet werden. Der Druck an der Sohle ist demnach betréchtlich héher als derjenige aus dem hydrostatischen
Druck.

Bel der Stromung Uber eine konvexe Oberflache, wie sie z.B. eine Wehrkrone darstellt,
kommt es zu einer Verringerung der Druckhdhe im Innern des Stromungsfeldes im Vergleich
zur hydrostatischen Druckverteilung. Grundsétzlich nimmt die Druckhdhe in Normalenrich-
tung ab.

Die von der hydrostatischen Druckverteilung abweichende Druckverteilung bel gekrimmten
Strombahnen kann bei der eindimensionalen Berechnung durch einen Druckhthenausgleichs-
beiwert berticksichtigt werden. Dies ist nur sinnvoll, wenn die damit verbundene Ungleich-
formigkeit in der Geschwindigkeitsverteilung ebenfalls beachtet wird. Da sich diese beiden
Korrekturen in Bezug auf die Energiehthe erganzen, sollte die Auswirkung der Strombah-
nenkrimmung auf einzelne Grof3en des Stromungsfel des eigens betrachtet werden.
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Formel zeichen zu Kapitel 4
Zeichen Benennung Einheit
A Flache m?
E innere Energie kg Ch?/s”
F Kraft N
g Erdbeschleunigung m/s”
h Hohe m
H Energiehdhe m
I Impuls kg /s
Kk Vektor der Massenkraft N /(kg/m?3)
K kinetische Energie kgh?/s?
m Masse kg
n Normal envektor -
p Flissigkeitsdruck Pa
P Leistung W = kgh?/s®
Q Ab-, Durchfluss md/s
Q, Wéarmestrom kg?/s®
Re Reynolds-Zahl -
S Weglange m
S Oberflache m?
t Spannungsvektor N/m?
t Zeit S
% Geschwindigkeitsvektor m/s
v mittlere Geschwindigkeit m/s
Vy, Vy, Vz;  Komponenten der Geschwindigkeit im
kartesischen Koordinatensystem m/s
Vi, Vo Komponenten der Geschwindigkeit in
Polarkoordinaten m/s
Vv Volumen m3
a Korrekturfaktor fur die
Geschwindigkeitshdhe -
a Korrekturfaktor fur den Impul sstrom -
& scheinbare kinematische Zahigkeit m?/s
n dynamische Zahigkeit Pals
Y kinematische Zahigkeit m?/s
p Dichte kg/m?2
T Spannung N/m?
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Aufgabe4.1

1 “r

1
1 .
IR : : Paraboloid
e o 1
1
1

V(1)

I
—+ -
|
|
I

Bei laminarer Stromung gilt fir das Kreisrohr folgende parabolische Geschwindigkeitsverteilung:

r 2
v=|1- (Ej V max
Berechnen Sie fur diese Verteilung:
—  den Geschwindigkeitshthenbeiwert a und
—  den Impulsbeiwert a
die eine eindimensionale Berechnung der Rohrstrdmung (" Stromréhre") auf der Basis der mittleren Geschwin-

digkeit ermdglichen.
— Wieverdndern sich die Beiwerte fir den Fall der turbulenten Strémung?

Aufgabe 4.2

D, =0,5m

Gegeben ist die rechts dargestellte Rohrleitung und p./pg = 3 mWS

— Wiegrol3 darf der maximale Durchfluss Q sein, damit an keiner Stelle ein minimaler Druck von
p/p g = -8 MWS unterschritten wird?

— Bestimmen Sie hierfiir Energie- und Drucklinie (estreten keine Verluste auf).

Aufgabe 4.3

Die Wasserzugabe in einer Beton-Mischanlage erfolgt mit Hilfe desin der Aufsicht dargestellten vierarmigen
Sprengrades (Achse vertikal).
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Der Wasserdruck in den Querschnitten 1 betragt p; = 200 kN/m2.

Flissigkeitsreibung und &rtliche Verluste werden vernachldssigt.

D;=0,1m D,=0,05m r=6m

-  Wiegrol3ist der gesamte Wasserauswurf Q in m?/s?

- WiegroRRist das erzeugte Drehmoment (bei feststehendem Drehkopf) M in kKNm?

Aufgabe 4.4

A=lm’

— ;qﬁseo

Wie gro3 ist die mittlere Gasaustrittsgeschwindigkeit einer Rakete im Augenblick des Abhebens vom Boden?
Gewicht der Rakete: G =80kN
Dichte des Gases. p=1kg/m?
Gesamte Dusenfldche A = 1 v

Der Luftwiderstand wird vernachlassigt!

A
il

Aufgabe 4.5
)) ..................
............ N
————————————————— —>
)) :
1 T
2 3

Der Druckverlust aufgrund einer unstetigen Querschnittserweiterung in einem Rohr bezeichnet man als Borda
Cornotschen Stol3verlust.

— Berechnen Sie mit Hilfe des Impulssatzes den Druckabfall zwischen den Querschnitten 1 und 3. Gegeben
sind: Al, A3, V1, P1

Die Strdmung ist stationér, inkompressibeln und reibungsfrei.
Losungshinweis: Bestimmen Sie zunéchst den Druck im Querschnitt 2 unmittelbar hinter der Querschnittser-
weiterung
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5 Bertcksichtigung der Randbedingungen

Mit den Bewegungsgleichungen sind die beschreibenden Differential gleichungen zur Berech-
nung von Stréomungen in algemeinster Form gegeben. Soweit es die darin eingearbeiteten
Material gesetze zulassen, konnten diese Gleichungen unter Beachtung der Randbedingungen
des zugehdrigen Stromungsfeldes gel6st werden. Wahrend die direkte Integration, wie allge-
mein dblich, nur den Zugang zu einfachen Strdmungen ermoglicht, sind durch die numeri-
schen Methoden heute Hilfsmittel verflgbar, welche auch komplexere Stromungsfelder er-
schlief3en, sofern sinnvolle Ansétze fir die Reibungsspannungen in turbulenten Stromungen
Uberhaupt moglich sind. Unerlasslich fur diese Lésungen ist die Beschreibung der Stromung
in der N&he von festen Wanden oder deren Verhalten, wenn an Stelle von festen Wanden die
Stromung durch die umgebende ruhende Flissigkeit geprégt wird. Bevor darauf ndher einge-
gangen wird, sind einige grundsétzliche Anmerkungen dartiber erforderlich, wie tberhaupt
eine Stromung entsteht.

5.1 Ursachen der Bewegung

Der Uberwiegende Teil der zu behandelnden Strdmungen ist durch die Wirkung der Schwer-
kraft bedingt. Der Ausfluss aus einem Gefal? wird dann moglich, wenn nach der Offnung
eines Verschlusses der im bisherigen Ruhezustand befindliche Druck an der Behdterwand
durch den dort herrschenden Umgebungsdruck ersetzt wird. Ist dies lediglich der Atmosphé-
rendruck, so wird die ehedem vorhandene Druckenergie umgesetzt in ein Maximum an Be-
wegungsenergie. Auf diesem Prinzip beruht letztendlich die Wasserversorgung, bel der fir
das Versorgungsgebiet Uber einen Hochbehdlter ein ausreichender Ruhedruck bereitsteht,
welcher die Versorgung der zugehdrigen Abnehmer gewdahrleistet. Reicht der Versorgungs-
druck nicht aus, sind z. B. Hochhauser zu erschlief3en, dann ermdglichen 6rtliche Druckerhé-
hungsanlagen durch den punktuellen Eintrag von Energie Uber Pumpen eine Steigerung des
verfligbaren Energieniveaus. Auch die Stromungen in natirlichen Gerinnen beruhen auf der
Wirkung der Schwerkraft. Hierbel wirkt auch bei geringsten Neigungen der in Hangrichtung
fallende Antell der Erdbeschleunigung als Antrieb fir die Bewegung. Dies gilt auch fir die
wesentlich geringeren Flief3geschwindigkeiten im Bereich des unterirdischen Abflusses.

Bewegungen in Gewassern mit freler Oberflache konnen jedoch auch durch die Wirkung von
Schubspannungen an der Phasentrennfldche zwischen Luft und Wasser angeregt werden.
Beispiele daflr sind die windinduzierten Strémungen in Binnenseen oder des Ozeans. Schub-
spannungen werden auch Ubertragen an der Grenzflache flUssig-fest. Beispiele daftr sind der
rotierende mit Wasser gefillte Zylinder oder die Erzeugung von Stromungen durch RUhr-
werke oder frei drehende Propeller. Ebenfalls durch die Wirkung von Schubspannungen wer-
den an den Grenzflachen flussig-flissig, den sog. freien Strahlgrenzen, bei Geschwindigkeits-
unterschieden zwischen benachbarten Bereichen der FlUssigkeit Einmischvorgange ausgel 6st.
Durch die Wirkung von Schubspannungen kann einer Stromung nicht nur mechanische Ener-
gie entzogen werden, sie kdnnen auch alleiniger Antrieb flr bestimmte Strémungsarten sein.
Mit die bekannteste schubspannungsinduzierte Strémung ist die sog. Couette-Stromung in
einem Flussigkeitsspalt, welche unter der Ziff. 5.2 behandelt wird.

Fur Anwendungen im Bauingenieurwesen weniger von Bedeutung und deshalb nur von all-

gemeinem Interesse sind Stromungen, welche durch magnetische Felder beeinflusst werden
(Magnetohydrodynamik) oder gar auf Veranderungen in der Oberflachenspannung beruhen.
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Beim sog. Marangoni-Effekt wird unter der Wirkung von grof3en Temperaturgradienten die
Oberflachenspannung verandert und bewirkt oberflachennahe Ausgle chsstromungen.

5.2 Berandungen des Stromungsfeldes

Die Ambivalenz der Wirkung von Schubspannungen auf die Strémung wurde unter Ziff. 5.1
angedeutet. Zum einen setzen Schubspannungen der Strdmung einen Widerstand entgegen,
wirken also energiezehrend, zum anderen konnen sie als alleiniger Antrieb flr das Zustande-
kommen einer bestimmten Stromungsform dienen. Fur die Beurteilung von Strémungen wird
demnach wichtig sein, wie antreibende und hemmende Kréfte sich im Stréomungsfeld auswir-
ken. Dabel spielt das Vorhandensein einer festen, fllissigen oder gasférmigen Berandung eine
nicht unwesentliche Rolle. Eine Strdmung wird deshalb von den Vorgangen in der Néhe der
Berandung und deren physikalischen Eigenschaften beeinflusst.

5.2.1 Feste Berandung

Eine entscheidende Bedeutung fir den Abfluss im Bereich von festen Berandungen hat die
sog. Haftbedingung. Sie besagt, dass die Geschwindigkeit mit Annédherung an die feste
Wand auf den Wert Null abnehmen muss, wenn die Wand selbst in Ruhe ist (s. auch
Ziff. 6.3). Dies folgt aus der einfachen Tatsache des Einflusses der Zahigkeit, derzufolge die
molekulare Schubspannung linear abhangt vom Geschwindigkeitsgradienten (Gl. 1.3). Eine
Unstetigkeit im Geschwindigkeitsprofil ware demnach gleichbedeutend mit dem Auftreten
von unendlich grof3en Schubspannungen. Dies ist physikalisch nicht méglich. Mit der Ann&
herung an die Wand muss also, unabhangig von der Grofe der Geschwindigkeit in einiger
Entfernung von der Wand, die Geschwindigkeit auf den Wert Null abnehmen. Die Haftbe-
dingung der realen Stromung mit vs = 0 wird als dynamische Randbedingung bezeichnet, da
sie Rucksicht auf die in Wandnahe vorhandenen Krafte nimmt.

Stromlinien in Wandnéhe verlaufen parallel zur Wand. Die Wand selbst ist eine Stromlinie
mit der Geschwindigkeit Null, wegen der Definition der Stromlinie fallt die Tangentialge-
schwindigkeit vs auf den Wert Null ab. Auch fir die turbulente Strémung ist die feste Wand
eine wichtige Randbedingung. Mit Annéherung an die Wand &ndern sich die Schwankungs-
bewegungen schon deshalb, weil Schwankungsbewegungen senkrecht zur Wand stérker be-
hindert werden als wandparalele. Die Wandnéhe bedingt demnach anisotrope Turbulenzei-
genschaften.

Obwohl die einzelnen Flussigkeitsteilchen durch noch so kleine Kréfte gegeneinander bewegt
werden konnen, findet diese Verschieblichkeit in Wandnahe ihre Grenzen, da dort sehr grofe
Geschwindigkeitsgradienten auftreten. Demnach werden mit Annéherung an die Wand auch
die Schubspannungen im Innern der Flissigkeit grofRer und werden als sog. Wandschubspan-
nung auf die feste Berandung abgetragen. Der Bereich, in welchem das Stromungsfeld durch
die Anwesenheit der festen Berandung beeinflusst wird, die Geschwindigkeit also abfallt,
wird nach L. Prandtl als die sog. Grenzschicht bezeichnet.
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5.2.1.1 Couette-Stromung

Betrachtet wird die Stromung einer FlUssigkeit in einem horizontalen Spalt, welcher unten
durch eine feste Wand, oben durch eine mit der konstanten Geschwindigkeit von vg in
x-Richtung bewegte Wand gebildet wird (Abb. 5.1). Ferner wird angenommen, dass die Stré-
mung alein durch die Bewegung der oberen Wand verursacht wird, demnach kein Druckgra-
dient in Strémungsrichtung vorliegt.

bewegt

iz
- v=0 fest

X

Abb. 5.1: Couette-Stromung

Die Spathohe ist entsprechend Abb. 5.1 mit h bezeichnet, die Strdmung selbst sei laminar. Es
liegen demnach folgende Randbedingungen vor.

z=0: v=0
z=h: V=V

Die sich einstellende Geschwindigkeitsverteilung im Spalt kann durch diese Vorgabe nur ho-
rizontale Komponenten in x-Richtung aufweisen. Durch die Randbedingungen ist as einziger
Geschwindigkeitsgradient ein dv,/dz moglich. Die Geschwindigkeitskomponenten vy und v,
sind bei dieser Bewegung nicht vorhanden. Durch die gleichbleibende Bewegung der oberen
Berandung ist die sich einstellende Strémung zudem stationar. Beschrieben wird die Stro-
mung, bel der alein die molekulare Zahigkeit wirkt, durch die Navier-Stokes-Gleichungen
nach Gl. 4.44:

g—:’+ (V@rad)v :k—lgradp+vAV
P

Fur die vorliegende Couette-Strémung entfallen eine Reihe von Termen in diesen Gleichun-
gen. Zunéchst entféllt die lokale Beschleunigung. Die im zweiten Term der linken Glei-
chungsseite zusammengefassten konvektiven Beschleunigungen sind ebenfalls Null, da ge-
maf3 Gl. 3.3 alle Beschleunigungsterme entfallen. Nicht vorhanden sind namlich dv./dx und
Vv, das mit dem vorhandenen Geschwindigkeitsgradienten dv,/dz zu multiplizieren wére. Der
Vektor der Massenkraft hat keine Komponente in x-Richtung, ein Druckgefélle ist nicht
vorhanden, so dass auch die beiden ersten Terme auf der rechten Seite verschwinden. Damit
wird diese Stromung ausreichend beschrieben durch

2
O:VAV:VZVX (5.1)

Z2

nach zweimaliger Integration und dem Anpassen an die Randbedingungen wird daraus die
Geschwindigkeitsverteilung im Spalt zu
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(5.2)

erhalten. Im Spalt liegt demnach eine lineare Abnahme der Geschwindigkeit von der beweg-
ten zur festen Wand vor. Der konstante Geschwindigkeitsgradient von dv,/dz = vg/h bedeutet
gleichzeitig, dass die Schubspannung Uber die gesamte Spalthohe konstant ist. Im Bereich des
Spalts steht dem von der Hohe abhéngigen konvektiven Impulsstrom pv,2 gegentiber der dif-
fusive héhenunabhangige - n dvy/dz = - nvy/h. Der diffuse Impulsstrom in z-Richtung erfolgt
von der antreibenden Wand in Richtung zur festen Wand.

Wird durch die Bewegung der oberen Wand Flissigkeit durch den Spalt bewegt, so dndern
sich im Lauf der Zeit durch den Volumenstrom in Richtung der x-Achse die Randbedingun-
gen am Beginn und Ende des Spalts durch eine allmahliche Druckumlagerung. In Flief¥rich-
tung wird sich aus diesem Grund aus Kontinuitatsgrinden ein Druckgefélle dp/ox entgegen
der Flief¥richtung aufbauen, welches die Geschwindigkeitsverteilung im Spalt beeinflusst.
Dieser algemeinere Fall wird im nachfolgenden Beispiel behandelt.

Beispiel 5.1: Geschwindigkeitsverteilung einer Couette-Strdmung unter der zusétzlichen Einwirkung von Druck-
gradienten. Aus Gl. 4.44 folgt in diesem Fall

2
0=—%+vaa—vzx (5.3
pox z

Diese Gleichung muss wiederum unter Beachtung der bereits bekannten Randbedingungen gel 6st werden. Fiir die
Geschwindigkeitsverteilung v,(z) folgt dann

2
opz, fvo_Lloph)_z, 1, (0P (5.4)
ax 2 h nox2) h 2n ox

(s3]

Vx

-1
n

Fir dp/ox = 0 folgt daraus wieder die bereits bekannte schubspannungsgetriebene Strémungsform. Fir vo=0
wird die Spaltstrémung unter der alleinigen Wirkung eines Druckgradienten beschrieben. In Gl. 5.4 kann der
Druckgradient positiv oder negativ sein. Wird die Schubspannungsverteilung fir diesen Fall gesucht, so wird

T=n v, :nﬁ+(z—hj (%J (5.5)

0z h 2)10X

Diese Gleichung beschreibt die lineare Abhangigkeit der Schubspannung von z. Fir die alein durch den Druck-
gradienten angetriebene Spaltstromung wird fir die mittlere Geschwindigkeit v ein Ausdruck

-_h(op
V= 8n (OXJ (5.6)

erhalten. In diesem Fall wird dann die Schubspannung in Spaltmitte fiir z = h/2 zu Null. Diesist eine unmittelbare
Folge des dort auftretenden Geschwindigkeitsmaximums, welches v = 1,5v betragt. Dies folgt aus der parabel-
formigen Geschwindigkeitsverteilung.

Das Stromungsfeld dieser reibungsbehafteten Strémung weist eine wichtige Eigenschaft auf:
Es ist nicht rotationsfrei. Dies kann nachgewiesen werden, indem nach Gl. 3.11 die Rotation
berechnet wird. Demnach ist
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Bei der Spaltstromung ist lediglich ein Geschwindigkeitsgradient dv,/dz vorhanden. Dieser ist
Bestandteil der y-Komponente des Rotationsvektors. Fur diesen wird

_ adv,

rotv, = 20w
dz

y

(5.7)

Der Rotationsvektor weist demnach auf eine Drehung der Fllssigkeitsteilchen mit einer Rota-
tionsachse parallel zur y-Richtung hin. Obwohl durch die Rotation selbst keine Schubspan-
nungen erzeugt werden, kann diese in Bezug zur Schubspannung gesetzt werden. In der einfa-
chen Scherstromung kann die Deformation des Fliissigkeitselements as die Uberlagerung
einer Streckung ohne Rotation mit einer Rotation aufgefasst werden (Abb. 5.2). Bei allen rei-
bungsbehafteten Stromungen ist die Rotation der Fllissigkeitsteilchen zu beobachten.

y4
1 v.@

einfache
Scherung

=Y

/
AN g . )
- QL
/ Streckung Rotation

Zusammensetzung
der Bewegungen

Abb.: 5.2: Verformung des Flachenelementsin der Scherstrdmung

5.2.1.2 Turbulente Scherstromung in der Nahe einer festen Wand.

Die Aussagen Uber die laminare Scherstromung kénnen in ihrer Konsequenz auch auf die tur-
bulente Ubertragen werden. In diesem Fall missen die viskosen Spannungen noch durch die
Reynol ds-Spannungen erganzt werden. Ohne Wirkung eines Druckgradienten gilt dann in An-
lehnung an GI. 5.1

d dv
=— X —pv. V' 5.8
dz(n 4z PVx ) (5.8)
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Aus der Integration dieser Gleichung Uber die Spalthdhe folgt, dass die gesamte Schubspan-
nung, die sich jetzt aus den viskosen und den Reynoldsschen Anteilen zusammensetzt, eben-
fallsvon z unabhéangig ist.

const. =T, = r]dVX PV, V, (5.9
dz

Der Index O fur die Schubspannung soll in diesem Fall die Uber die Wand eingetragene
Schubspannung bezeichnen, die sog. Wandschubspannung. Wegen der Haftbedingung an
der bewegten Wand miissen andererseits fir z = h die Reynoldsschen Spannungen dort ver-
schwinden. Es bleibt dann in Wandnahe allein der viskose Anteil zurtick.

Bel Stromungen unter der Einwirkung von Druckgradienten sind die Schubspannungen, wie
am Beispiel 5.1 aufgezeigt, linear mit der Entfernung von der Wand verdnderlich. Sie ver-
schwinden dort, wo ein Maximum in der Geschwindigkeit erreicht wird und nehmen in
Wandnahe ihr Maximum an. Wie spéter bel der Rohrhydraulik gezeigt wird, gilt diese lineare
Schubspannungsverteilung auch fir die turbulente Rohrstromung. Ganz allgemein kann fir
die laminare und turbulente Stromung im Spalt eine lineare Schubspannungsverteilung abge-
leitet werden, welche bel nicht verschwindendem Druckgradienten der Beziehung

o f1-2
= To(l hj (5.10)

folgt. In unmittelbarer Wandnahe kann die Schubspannung als nahezu konstant angenommen
werden. Dies ist fir die anschlief3ende Behandlung der Grenzschicht eine ungemein wichtige
Erkenntnis. In dieser wandnahen Schicht spielen die sonstigen Abmessungen des betrachteten
Stromungsfeldes keine Rolle. Eine Umformung von GI. 5.9 durch die Division der Wand-
schubspannung durch die Dichte p fuhrt auf

Loy av, _ vV, V! (5.11)
p dz

X z

Aus dem Produkt der beiden Schwankungsgeschwindigkeiten auf der rechten Gleichungsseite
ist zu ersehen, dass der Ausdruck to/p das Quadrat einer Geschwindigkeit ausdriickt. Fur die
Grenzschichtbetrachtung kann daraus die wichtige Gréf3e der Schubspannungsgeschwindig-

keit v abgel eitet werden:
V.= \/g (5.12)
P

Diese Grof3e v+ wird u.a. herangezogen, um Geschwindigkeitsverteilungen dimensionslos dar-
zustellen.
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5.2.1.3 Grenzschichtentwicklung an der ebenen Platte

Die Einsicht in die komplizierten Zusammenhange der Strémung in Wandnahe wurde aus
Experimenten mit der sog. langsangestromten ebenen Platte gewonnen. Hierbei wird die Ent-
wicklung der Grenzschicht in einer Grundstromung in Richtung der Platte beobachtet

(Abb. 5.3).
1 /LC

ol St

T x r

Abb. 5.3: Langsangestromte ebene Platte

VX

Die Haftbedingung an der Plattenoberflache kann erst mit Beginn der Platte bei x = 0 wirksam
werden. Von da an bildet sich eine anwachsende Grenzschicht 8, aus, welche mit Hilfe der

Gleichung

1

5 =6XRe,? (5.13)

angegeben werden kann. Die Reynolds-Zahl ist in dieser Gleichung unter Verwendung der
Entfernung von der Plattenvorderkante al's charakteristischer Lange angegeben.

Re =X (5.14)

In einer bestimmten Entfernung x; von der Vorderkante wird plétzlich ein wesentlich schnel-
leres Anwachsen der Grenzschicht beobachtet. Formelmafiig kann dies durch die Beziehung

5, =0,38(x - xt)LEl [EVL]S (5.15)

X

ausgedriickt werden. Ursache flr diese Erscheinung ist ein pl6tzliches Umschlagen der Stré-
mung innerhalb der Grenzschicht von laminar zu turbulent. Offensichtlich sind nach der Lauf-
lange x; die Abmessungen in der Grenzschicht so grol3, dass sich dort Schwankungsbewegun-
gen quer zur Hauptstromungsrichtung ausbilden kénnen. Auch in dieser turbulenten Grenz-
schicht ist in unmittelbarer Wandnahe eine viskose Unterschicht vorhanden. In diesem Be-
reich sind die Zahigkeitskréfte dominant, die Schubspannungen aus der Zdhigkeit sind wegen
des grof3en Geschwindigkeitsgradienten grofer als die in einer groferen Entfernung moglich
werdenden turbulenten Schubspannungen.

Aus Messungen ist bekannt, dass in dem an die viskose Unterschicht anschlief3enden Bereich

die Schwankungsbewegungen am gréfdten sind. Zur Kennzeichnung der Grenzschichtdicken,
z.B. der viskosen Unterschicht, in Wandnahe wird eine Reynolds-Zahl
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Re=V Y (5.16)
\Y)

verwendet, in der neben dem Wandabstand y die Schubspannungsgeschwindigkeit eingeht.
Die viskose Unterschicht wird durch eine abstandsabhangige Reynolds-Zahl Re = 5 begrenzt.
Unmittelbar aul3erhalb dieser Schicht ist die grofite Produktion an turbulenter kinetischer
Energie infolge der Schwankungsbewegungen anzusetzen. Infolge der Scherwirkung entste-
hen sehr kleine Wirbel mit hoher kinetischer Energie. Zugleich ist hier ein Maximum an
Dissipation von mechanischer Energie in Wéarmeenergie vorhanden.

Die Abdrangung der Strémung von der festen Berandung durch die Grenzschichtentwicklung
wird anschaulich durch die Verdringungsdicke &« beschrieben. Hierfur gilt

00

8.0, = [(v,~v(2)) dz (5.17)

0

In der Rohr- und Gerinnestromung, den beiden Hauptanwendungsbereichen der Hydraulik,
kann die turbulente Grenzschicht nur bis zur Rohrachse (y =r) oder bis zum Wasserspiegel
anwachsen.

5.2.1.4 Grenzschicht unter Einwirkung von Druckgradienten

Die bisherigen Betrachtungen wurden fir die Grenzschichtentwicklung an der langsange-
stromten ebenen Platte vorgenommen. Da die wandnahe Reibungsschicht nur den Anteil der
kinetischen Energie beeinflusst und durch die Platte selbst keine Umlagerung im Geschwin-
digkeitsfeld aulderhalb der Grenzschicht erzeugt wird, ist der Druck 1&ngs der ebenen Platte al's
konstant anzunehmen. Die Entwicklung der Grenzschicht wird allerdings durch vorhandene
Druckgradienten stark beeinflusst. Insbesondere sind Gebiete mit Druckanstieg (dp/dx > 0)
mit grofder Vorsicht zu behandeln, da es hier zu Abldsungen der Stromung von der Wand
kommen kann. Aus der Gl. (5.13) ist ersichtlich, dass fur einen bestimmten Ort die laminare
Grenzschicht mit wachsender Reynolds-Zahl kleiner wird. In einer beschleunigten Strémung
(dv/dx > 0) wird daher allgemein die Grenzschichtdicke abnehmen (Abb. 5.4). Dies folgt a-
lein aus einer Ahnlichkeitsbetrachtung und der Kontinuitatsbedingung.

1

(1) ()
Abb. 5.4: Grenzschichtentwicklung bei beschleunigter Stromung
Ein einpragsames Beispiel fir die gravierenden Unterschiede im Verhalten der Strémung in
den Bereichen mit Druckanstieg oder -abfall ist das Anstrémen eines stromungsginstig ge-

formten Einlaufs (Abb. 5.5). Ihm folgt die Stromung abldsungsfrei. Bei einer Umkehr der
Strémungsrichtung kann die Stromung dieser Berandung nicht folgen und 16st sich ab.

95



Kapitel 5 Randbedingungen

Abb. 5.5: Verhaten der Strémung in einem strémungsgiinstig geformten Einlauf bei Umkehr der Strémungsrichtung

Bel einer verzogerten Bewegung steigt der Druck in Strémungsrichtung an. In einer Verzoge-
rungsstrecke besitzen nur die Fluidteilchen aul3erhalb der Grenzschicht die erforderliche ki-
netische Energie, die sie befahigt, in Gebiete htheren Druckes einzudringen. Die Fllssigkeits-
teilchen innerhalb der Grenzschicht haben mit Annédherung an die Wand zunehmend ihre ki-
netische Energie eingebiif. Dabel wird dem Strdmungsvorgang mechanische Energie als
Warmeenergie entzogen.

Die Teilchen innerhalb der Grenzschicht kommen daher zum Stillstand, noch ehe sie das Ge-
biet htheren Druckes, z.B. am Ende einer Aufweitung, erreicht haben. Damit kommt esin der
Geschwindigkeitsverteilung im Bereich einer Verzégerungsstrecke irgendwann zu einer senk-
rechten Tangente an der Wand (Abb. 5.6). Die abgetrennten Fluidteilchen im stromab gelege-
nen Gebiet kommen unter die Wirkung eines Druckgradienten entgegen der Flief¥ichtung. Sie
werden deshalb unterstrom der Stelle mit der vertikalen Tangente nach oberstrom beschleu-
nigt: Ruckstromung! Innerhalb der Grenzschicht kommt es dabei zu einer Scherstromung,
wobei die Trennungslinie nicht stabil ist und in Wirbel zerfallt.

Ablosungspunkt

/

Riickstromung

Abb. 5.6: Geschwindigkeitsprofil am Abldsungspunkt

Fir die verzogerte Stromung ergeben sich daher einige wichtige Definitionen. Der Ablo-
sungspunkt ist der Ort mit einer vertikaler Tangente der Geschwindigkeitsverteilung an der
Wand. Unterstrom dieses Punktes kommt es zu einer Riickstromung. Hierbel wird dem Sy-
stem dadurch kinetische Energie entzogen, dass infolge der Reibung die Teilchen innerhalb
der Rickstréomungszone in Bewegung gehalten werden missen. Die Schubspannungen am
Rande der Rickstromzonen sind wegen der Grenze flussig-fliissig wesentlich hoher als in der
Nahe der festen Wand (s. Kap. 5.2.2). In der Abb. 5.7 sind abldsungsgefahrdete Zonen im
Bereich von Stromungen mit Druckanstieg aufgefihrt.
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Abb.: 5.7: Ort des Druckanstiegs (p) fur verschiedene Stromungskonfigurationen nach Miller
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5.2.2 Flussige Berandung

Mit der Rickstromzone wurde bereits eine Randbedingung angesprochen, bei der die Stro-
mung aul3erhalb ihrer vorgegebenen festen Berandung sich ihre eigene Begrenzung innerhalb
des Stromungsfeldes sucht. Von der Stromung wird daher die durch feste Wande vorgegebene
Begrenzung nicht mehr angenommen. Die feste Wand als richtungsweisende Begrenzung,
welche normalerweise die Eigenschaft einer Stromlinie aufweist, verliert dann ihre Bedeu-
tung. Es ist einleuchtend, dass die Vorhersage dieser durch die Strémung selbst gesuchten
Grenzen schwierig ist. Zum Unterschied zur festen Wand werden derartige Abgrenzungen als
freie Trennflichen bezeichnet. Eine einfache zweidimensionale Struktur einer solchen
Trennflache bildet die Stufe im Bereich einer Querschnittserweiterung, wie sie in Abb. 5.8
dargestellt ist.

SCHERSCHICHT ZEITGEMITTELTE
TRENN-
STROMLINIE

X REZIRKULATIONS- WIEDERANLEGUNGS-
GEBIET GEBIET

Abb. 5.8: Freie Trennflache im Bereich einer Stufe

Charakteristisch fur diese Trennfl&che ist ihr instationdres Verhalten. Starke Fluktuationen
weisen nicht nur die Geschwindigkeiten im Bereich der Strahlgrenze, sondern auch die Lange
der Ablésungszone auf. Die Schwankungsbewegungen werden hierbel durch die starke Wir-
belbildung im Bereich der instabilen Trennfl&che ausgel6st. Bel derartigen turbulenten Stro-
mungen, bei denen ohne die Anwesenheit von festen Berandungen Geschwindigkeitsgradien-
ten auftreten, spricht man von freier Turbulenz. Nach Schlichting sind drel Arten zu unter-
scheiden:

Als freie Strahlgrenze wird das Beriihrungsgebiet gleichgerichteter Strahlen unterschiedli-
cher Geschwindigkeiten bezeichnet. Besonders ausgepragt ist dabei die Instabilitét der Trenn-
flache. Der Freistrahl entsteht beim Ausstromen aus einer Duse. Uber seinen Umfang erfolgt
die Vermischung mit der ruhenden oder schwach bewegten Umgebung. Schliefdlich bildet sich
eine Nachlaufstromung hinter bewegten Objekten.

5.2.2.1 Strahlhydraulik

Fir die Anwendungen im Bauingenieurwesen sind vor allem die durch Strahlen ausgel Gsten
Bewegungen in grof¥rdumigen Stromungsfeldern von besonderem Interesse. In der Strahlhy-
draulik wird nach einer Eintellung von Kraatz unterschieden nach dem Oberflachenstrahl,
dem Tauchstrahl und dem Wandstrahl. Deren charakteristische Erscheinungsformen sind in
Abb. 5.9 dargestellt.
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e

Oberflachenstrahl

Sekundarstromung

Wandstrahl

Abb. 5.9: Strahlformen nach Kraatz

Der Oberflachenstrahl vermischt sich an seiner Strahlunterseite mit der umgebenden Fl Ussig-
keit. An seiner oberen Berandung wird wegen des Kontaktes mit der Luft wegen der geringe-
ren Dichte des gasférmigen Mediums nur bel sehr hohen Abflussgeschwindigkeiten eine Ver-
mischung erfolgen. Der Tauchstrahl ist identisch mit der Definition des Freistrahls nach
Schlichting. Er ist z.B. anzutreffen beim Auslauf einer Rohrleitung in einen Speicherbehélter,
wo die Geschwindigkeit des eintretenden Strahls von allen Seiten in die ruhende FlUssigkeit
des Behélters einmischt. Beim Wandstrahl wird die Strahlunterseite durch eine feste Beran-
dung gefihrt, so dass nur die Strahloberseite eine freie Trennflache aufweist.

Charakteristisch fur alle Arten von Strahlen ist, dass sie Uber eine bestimmte Lauflange im
sog. Strahlkern ihre urspriingliche Geschwindigkeit bewahren. Durch die Einmischung mit der
umgebenden Flussigkeit nimmt der in Strahlrichtung bewegte Volumenstrom in Flief3richtung
zu, wahrend gleichzeitig die Strahlgeschwindigkeit verringert wird. Durch die Einmischung
an den Kontaktzonen wird grof¥rdumig in der Umgebung eine Sekundérstrémung erzeugt,
welche die zur Einmischung benétigte Flissigkeitsmenge in die Einmischzone transportiert.
Als Strahlgrenze ist der Bereich des Strahls definiert, in dem statistisch der Mittelwert dieser
hochturbulenten Stromung den Wert Null erreicht.

Die freie Strahlgrenze hat Grenzschichtcharakter, da in Querrichtung grof3e Geschwindig-
keitsgradienten vorliegen. Dort treten infolge der induzierten Schwankungsbewegungen sehr
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hohe turbulente Schubspannungen auf. Im Gegensatz zur Wandgrenzschicht haben an der
freien Strahlgrenze die viskosen Schubspannungen keinerlei Bedeutung.

5.2.2.2 Eigenschaften des Tauchstrahls

Der Tauchstrahl wurde fir verschieden Strahlquerschnitte ausgiebig experimentell untersucht.
Hier sollen die wichtigsten Eigenschaften des kreisrunden und ebenen Tauchstrahls beschrie-
ben werden. Die Kernzone, welche angibt, Uber welche Lénge im Strahl noch seine Austritts-
geschwindigkeit erhalten bleibt, ist beim kreisrunden Strahl geringer as beim ebenen. Auler-
halb der Kernzone weisen alle Strahlformen &hnliche Geschwindigkeitsprofile auf
(Abb. 5.10).

Zone mit affinen

Kernzone Geschwindigkeitsprofilen

‘I‘
b

r Strahlrand
—

VX
=—> r
— Strahlachse
d T’ - — - . D
\ 4 0_ ’\;a: \ Vmax X
—O, Stromungskern
X0 ol
- < >

Abb. 5.10: Strahlausbreitung beim Tauchstrahl

Innerhalb der Strahlgrenzen nimmt durch die Einmischung der Volumenstrom zu. Der theore-
tische Zugang zu diesem Phanomen ist mit Hilfe des Impulssatzes mdglich. Der Eintrittsim-
puls bleibt erhalten, so dass trotz abnehmender Geschwindigkeit der Volumenstrom in Stro-
mungsrichtung innerhalb der Strahlgrenzen erhdht wird. Die Rickstromung auf3erhalb der
Strahlgrenzen sorgt fur die Einhaltung der Kontinuitétsbedingung. Die Zunahme des Volu-
menstroms wird begleitet von einer Abnahme der kinetischen Energie. Die gesamte kinetische
Energie wird letztlich durch die immer langsamer werdende Bewegung von immer grofl3eren
Bereichen des Strémungsfeldes abgebaut. Die hohen Schubspannungen in den freien Trenn-
flachen werden Uber die Zirkul ationsbewegungen an die feste Berandung weitergegeben.

Nachstehend sind die wichtigsten Formeln zur Berechnung der beiden Strahlformen wieder-
gegeben.

Angaben zum runden Strahl mit einem Durchmesser d und einer Austrittsgeschwindig-

keit vo:

Xk — g2 (5.18)

Lange der Kernzone: o
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Verhdltnis der maximalen Geschwindigkeit vimax aul3erhalb der Kernzone zur Austrittsge-
schwindigkeit vo:

Vi — g (5.19)
Vv X

0

Verhdtnis der Volumenstrome in Abhangigkeit von der Lauflange:

 _ o33t (5.20)
Q d

0
Ebener Strahl mit der Austrittsbreite b:

X

Léange der Kernzone: Fk

=52 (5.21)

Verhdltnis der maximalen Geschwindigkeit vimax aullerhalb der Kernzone zur Austrittsge-

schwindigkeit vo:
Ve = g E{/E (5.22)
Vv, X
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Abb. 5.11: Eigenschaften des runden Tauchstrahls nach Kraatz
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Verhdtnis der Volumenstrome in Abhangigkeit von der Lauflange:

Q _ g2 E{E (5.23)
Qs b

Fur den runden Strahl sind in der Abb. 5.11 die wesentlichen Eigenschaften in Abhangigkeit
von der relativen Lauflange aufgetragen.

5.2.3 Gasformige Berandung

Normalerweise ist die freie Oberflache in der Gerinnestromung die Berandung zwischen der
fluiden und der gasférmigen Phase. Wegen des groféen Dichteunterschieds kann der Einfluss
der Luft oberhalb der Trennflache zwischen beiden Phasen vernachléssigt werden, so lange
die Luft nicht aktiv am Stromungsgeschehen beteiligt ist und die Geschwindigkeiten der FlUs-
sigkeitsbewegung nicht Uber ca. 5 m/s liegen. Die FlUssigkeitsoberfléache wird durch die Wir-
kung der Oberflachenspannung stabilisiert, so dass selbst bei der vorherrschenden turbulenten
Strémung die turbulenten Schwankungen senkrecht zur freien Oberflache mit Anngherung an
die Oberfl&che gedampft werden.

Ahnlich wie bei der Couette-Stromung kann eine aktive Luftstromung eine Bewegung des
Wassers ausl0sen. Bekanntestes Beispiel hierfir ist die Auslosung von Zirkulationsstromun-
gen in Seen oder im Ozean, welche allein durch die Einwirkung der Schubspannung infolge
der Luftbewegung eine Bewegung an der fllissigen Trennflache nach sich ziehen. Hohe Wind-
geschwindigkeiten konnen dabei zu erheblichen Verformungen der Oberflache in Gestalt von
Wellenbildung und Lufteinmischung fuhren. Umgekehrt kdnnen hohe Wassergeschwindig-
keiten eine Instabilitét der Phasentrennfl&che auch bei passiver Luftphase einleiten. Die tur-
bulenten Schwankungen innerhalb der Flissigkeitsstrémung werden dabei so grol3, dass diese
durch die Oberflachenspannung nicht mehr ausgeglichen werden. Es kommt daher zu einem
Abtrennen einzelner Wassertropfen aus dem Verband und einer Einmischung von Luft in die
flissige Phase beim Wiedereintritt der Tropfen. Dabel entsteht ein Luft-Wasser-Gemisch,
welches zu einer Verfarbung der Wasseroberflache (, weil3es Wasser“, s. auch Ziff. 9.4.8)
fuhrt und sich nach unterstrom mit wachsender Lauflénge Uber die gesamte Wassertiefe aus-
breitet.

Géanzlich anders geartet sind Stromungen, welche durch einzelne Luftblasen oder Blasen-
schwéarme ausgel 6st werden. In ruhendem oder leicht bewegtem Wasser steigen einzelne Gas-
blasen auftriebsbedingt nach oben. Auch hier gilt an der Phasentrennflache die Haftbedin-
gung. Flussigkeitsteilchen in unmittelbarer Nahe der Blase werden mit nach oben bewegt.
Dadurch entstehen im Stromungsfeld Sekundérstromungen, welche bei der kontinuierlichen
Zugabe von Luft oder Gas zu ausgepragten Zirkulationssystemen fuhren. Die in diesem Stro-
mungsfeld auftretenden maximalen V ertikalgeschwindigkeiten sind durch die Steiggeschwin-
digkeit der Luftblasen vorgegeben. Diese wird Uber die Widerstandsbeiwerte nach Ziff. 5.3.1
ermittelt.
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5.3 Anwendungen

Die Bedeutung der Randbedingungen fur die Stromung soll fur zwei ausgewdahlte Anwen-
dungsbereiche demonstriert werden, bei denen sowohl die Grenzschichtentwicklung langs der
festen Berandung as auch der Einfluss freier Trennflachen mal3geblich zum Verhalten der
Stromung beitragen. Ausgesucht wurden hierfir das Widerstandverhalten umstromter Korper
und eine spezielle Anwendung des Wandstrahls, welche unter dem Namen Coanda-Effekt
bekannt ist.

5.3.1 Widerstand umstromter Korper

Bel der Umstromung von Korpern hangt der Widerstandsbeiwert c,, von der Geometrie des
Korpers und von der Anstromgeschwindigkeit ab. Der Gesamtwiderstand wird bestimmt
durch den Reibungswiderstand infolge der Haftbedingung an der Korperoberflache und den
Druckwiderstand infolge der Druckverteilung. Bel strémungsginstig geformten Korpern
Uberwiegt der Reibungswiderstand, bei stumpfen Kérpern, z.B. der senkrecht angestromten
quadratischen Platte, tritt an den Réndern Abldsung ein, so dass der Widerstand nahezu aus-
schliefdlich Druckwiderstand ist.

Die Widerstandskraft wird allgemein in Abhéngigkeit der senkrecht zur Stromung projizierten
Korperangriffsflache A und der Anstromgeschwindigkeit v zu

pv?

F,=c,A (5.24)

angegeben. Das Problem der Bestimmung des Widerstandsbelwertes ¢,, fuhrte zu Beginn der
Versuchstechnik um die Jahrhundertwende zu Unstimmigkeiten, da fur unterschiedliche Ku-
geldurchmesser unterschiedliche c,-Werte ermittelt wurden. Erst die dimensionslose Be-
trachtung des Widerstandsbeiwertes mit Hilfe der Reynolds-Zahl half, hierfir eine Erklarung
zu finden.

Fur die umstrémte Kugel ist der ¢,-Wert in Abb. 5.12 in Abhangigkeit von der Reynolds-Zahl
aufgetragen. Auffallend ist vor allem der pl6tzliche Abfall des c,-Wertes im Bereich der
Reynolds-Zahlen Re > 10°. Hierfiir ursichlich ist der Umschlag der Grenzschicht an der Ku-
gel oberflache von der laminaren zur turbulenten.

Durch die einsetzenden Schwankungsbewegungen kommt es zu einem Quertransport des

Grenzschichtmaterials und damit zu einer Verlagerung des Abldsungspunktes zur Kugelriick-
seite. Diesfuhrt zu einer betrachtlichen Verringerung des Druckwiderstands.
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Abb. 5.12: Widerstandsbeiwerte fir rotationssymmetrische Korper

Die Widerstandsbeiwerte fur die umstromte Kugel konnen in Anlehnung an die Abb. 5.12 in
folgende Bereiche unterteilt werden:

Stokes: Cw = 24 (5.25)
Re
Newton: c, =044 fur 10°<Re<10°
' : _24 -
Ubergang: C, “Re +4[Re 2+04 (5.26)
e

Kenntnisse des Kugelwiderstandes werden bendtigt zur Bestimmung der Fallgeschwindigkeit
von Regentropfen in Luft oder von Kugeln (Sandkornern) in Flissigkeit und die Steigge-
schwindigkeit von Gasblasen in einer fliissigen Umgebung. Fir den grof3en Anwendungsbe-
reich der Sedimentation, z.B. auf Klaranlagen, sind Kenntnisse tiber das Absetzverhalten der
zu sedimentierenden Partikel notwendig. Haufig handelt es sich dabei um unregelméldig ge-
formte Partikel, deren Dichte sich durch den hohen Wassergehalt nur unwesentlich von Was-
ser unterscheidet. Bei der Dimensionierung von Absetzbecken kdnnen die Bedingungen fur
diese Mehrphasenstromungen durch die konstruktive Gestaltung verbessert werden.

Von noch grofderer Bedeutung fir technische Anwendungen ist die Umstromung des Zylin-

ders mit Kreisquerschnitt. Wie aus Abb. 5.13 zu ersehen, zeigt das Widerstandsverhalten ei-
nen dhnlichen Verlauf wie bei der Umstrémung der Kugel.
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Abb. 5.13: Widerstandsbeiwerte flr zylindrische K érper

Wesentlich an der Umstrémung von Zylindern grof3er Lange (Schornsteine, Drahte) ist, dass
infolge einer fehlenden AbreiRkante die Wirbelablésung an Ober- und Unterseite alternierend
erfolgt. Dadurch werden jeweils Querkrafte auf den Zylinder ausgelibt, der unter der Frequenz
der Wirbelabl 6sung zum Schwingen angeregt wird.

Fur grofRe Reynolds-Zahlen kann beim Zylinder die Wirbelabldsefrequenz f mit Hilfe einer
dimensionslosen Kennzahl

sr=1d (5.27)
Vv

nach Strouhal berechnet werden. Fiir Reynolds-Zahlen Re> 10° bleibt mit Str = 0,2 diese
Kennzahl konstant.

Welitere Widerstandsbeiwerte von praktischer Bedeutung:

Quadratische Platte cw = 1,0
Rechteck (b - o) cw = 2,01
Kreisplatte cw = 1,11

Bei der AblGsung an vorgegebenen Kanten wie bei den oben angefiihrten Platten kann der c,-
Wert mit Hilfe der Potentialtheorie (s. Kap. 6) bestimmt werden. Beim Rechteck unendlicher
Breite ist der erhohte c,-Wert dadurch erklérbar, dass infolge der behinderten seitlichen Um-
stromung an der Plattenvorderseite der Druck durch den Staudruck gepragt wird und an der
Plattenrtickseite ein Unterdruck in etwa gleicher Grof3enordnung entsteht. Dieser wird durch
die erhbhte Geschwindigkeit an der Plattenkante erzeugt.

Abschlief3end noch der Hinweis auf die c,-Beiwerte der Automobile, welche ja moglichst
strémungsgiinstig gebaut werden. Bereits der VW-K&fer wies einen Belwert ¢, = 0,4 auf. Da
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beim Umstromen infolge der wesentlich langeren Strombahn an der Korperoberseite ein Un-
terdruck entstand, wurde mit zunehmenden Geschwindigkeiten die Bodenhaftung verringert.
Dass konstruktiv dem Widerstandsbeiwert Grenzen gesetzt sind, zeigt der schlanke Rotations-
korper mit ¢, =0,1.

5.3.2 Wandstrahlen

Von besonderer Bedeutung ist das Verhalten von Strahlen in der Nahe einer festen Oberfl&
che. Da der Strahl bestrebt ist, seinen Energiegehalt zu konservieren, hat er die Tendenz, sich
an eine feste Berandung anzulegen. Dies gilt allgemein auch fur Tauchstrahlen, wenn die Ein-
mischung an den Strahlrandern durch die Néhe einer festen Berandung behindert wird.

Eine besondere Strahleigenschaft wird durch den Coanda-Effekt dokumentiert. Ein freier
Strahl, z.B. ein Wasserstrahl aus der Wasserleitung, wird in seiner Richtung abgelenkt, wenn
er in die Nahe einer konvexen Oberflache gerdt. Am Wasserstrahl ist dies leicht durch die
Umlenkung mit einem Finger zu demonstrieren, wenn dieser senkrecht zur Strémungsrichtung
an den Wasserstrahl gehalten wird. Eines der bekanntesten Anwendungsbeispiele fir diesen
Effekt ist die Beeinflussung der AuRenstromung an der Landeklappe eines Tragfllgels
(Abb. 5.14). Hierzu wird ein Luftstrahl Uber eine zylindrische Oberfléche am Beginn der
Klappe ausgeblasen. Er folgt dieser vorgegebenen Berandung und fliefdt langs der Klappen-
kontur ab. Die durch den Strahl mitgerissene AulRenstromung wird dadurch am Abreif3en ge-
hindert.

Abb.: 5.14: Coanda-Effekt am Tragflugel

Am Lehrstuhl fur Hydraulik und Gewasserkunde der TU Minchen ist es durch Untersuchun-
gen mit einem toroidalen Wandstrahl gelungen, eine abldsungsfreie Umlenkung eines vertikal
aufwarts gerichteten Strahles in eine horizontale radiale Bewegung zu erreichen. Dazu wurde
am Beginn einer durch einen Torus gebildeten Aufweitung eine runde Scheibe am Ende des
Rohres montiert (Abb. 5.15).

Der dadurch entstehende Ringspalt verleiht der Rohrstromung Strahlcharakter. Nach dem Pas-
sieren des Ringraums versucht der Strahl aus seiner Umgebung Flissigkeit einzumischen.
Diese Einmischung ist léangs der vorgegebenen festen Berandung nicht méglich. Deshalb haf-
tet der Strahl an seiner Aul3enseite am Torus und 16st sich trotz der erzwungenen geometri-
schen Aufweitung nicht ab. Die Einmischung erfolgt allein an der Strahlinnenseite. Dadurch
wird eine sehr effektive Verzégerung eingel eitet.
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Strahl ' /
/ ; '

Abb. 5.15: Coanda-Tulpe

Welitere Untersuchungen haben ergeben, dass die verwendete Scheibe nicht am Rohrende an-
gebracht werden muss. Der Effekt wird auch erzielt, wenn die Scheibe im Bereich der Erwel-
terung angebracht wird. Dadurch wird die im Ringspalt erzwungene Beschleunigung vermie-
den. Im Bereich der Aufweitung kann die Austrittsgeschwindigkeit wegen der Haftung des
Strahls an der Berandung sogar unter die Rohrgeschwindigkeit abfallen.

Der Effekt des Anlegens an eine rotationssymmetrische Aufweitung kann auch durch eine
Verdrallung der Stromung in einer sog. Wirbelkammer erzielt werden. Hier bewirkt die aufge-
zwungene Radialkomponente das Anhaften an der Wand. Die Eigenschaften von Fllssigkeits-
strahlen wurden dazu genutzt, sog. Fluidikelemente fir Steuerungen zu bauen. Die Wirkung
des Coanda-Effekts wurde als Wandstrahlelement, die der Wirbelkammer as Wirbelkammer-
diode eingesetzt. Solche Elemente sind das mechanische Aquivalent zu den elektronischen
Bauteilen, die sich heute weitestgehend fur die Steuerung durchgesetzt haben.
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Formelzeichen zu Kapitel 5

Zeichen Benennung Einheit
A Flache m?
b Breite m
Cw Widerstandsbeiwert -
d Durchmesser
Fu Widerstandskraft N
h Hohe m
i, j, k Einheitsvektoren -
k Vektor der Massenkraft N/ (kg/m?3)
p Flissigkeitsdruck Pa
Q Ab-, Durchfluss m3/s
r Radius m
Re Reynoldszahl -
Str Strouhal-Zahl -
v Geschwindigkeitsvektor m/s
Y mittlere Geschwindigkeit m/s
Vy, Vy, Vz  Komponenten der Geschwindigkeit

im kartesischen K oordinatensystem m/s

Vs Schubspannungsgeschwindigkeit m/s
0 Grenzschichtdicke m
O Verdréngungsdicke m
n dynamische Zahigkeit Pals
Vv kinematische Z&higkeit m?/s
p Dichte kg/m?
T Spannung N/m2
w Winkelgeschwindigkeit s
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Aufgabe 5.1

In ein sehr grofRes Rundbecken wird ein kleiner Zylinder mit dem Radius R eingetaucht, der sich mit der kon-
stanten Winkel geschwindigkeit wdreht und folgende stationére Stromung im Becken erzeugt:

v(r) = wEBr—Z

— Berechnen Sie Zirkulation und Rotation des Geschwindigkeitsfeldes.
— Bestimmen Sie den Wasserspiegel y(r).
—  Weélchen Einfluss hat die Zahigkeit des Fluids auf die Lage des Wasserspiegels?

Aufgabe 5.2

T

Ein zylindrisches Gefald ist mit Wasser gefiillt und wird mit konstanter Winkel geschwindigkeit «oum seine lot-
recht stehende Rotationsachse gedreht. Geben Sie fir den stationdren Fall an:

— Wasserspiegel y(r)

— Energiehdhe H(r)

— Vergleichen Sie das Ergebnis mit der Losung der Aufgabe 5.1.

EE—
Anstromrichtung

Schwingrichtung

Aufgabe 5.3

Ein Zylinder wird senkrecht zu seiner Achse von einem zéhen Fluid angestrémt. Dabei schwingt der Zylinder
senkrecht zur Anstromrichtung des Fluids hin und her. Wie kommt diese Pendel bewegung zustande?
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Aufgabe 5.4
Warum reduzieren sich die Schubspannungen an einer |éngsangestromten Platte mit zunehmender Plattenlange,

wenn sich eine laminare Grenzschicht einstel [t? Was éndert sich bei einer turbulenten Grenzschicht?

Aufgabe 5.5
Warum ist es mdglich, mit Hilfe einer Wasserstrahlpumpe ein Vakuum zu erzeugen?

Aufgabe 5.6

Die stationére Steiggeschwindigkeit einer Kugel (p = 800 kg/ m?®) betrégt in ruhendem Wasser v, = 0,5 /s

— Berechnen Sie den Kugeldurchmesser.

- Wiewirde sich diese Kugel in einer Luftstromung bewegen, die mit einer Geschwindigkeit vonv, =2 m/s
aufsteigt?
(p, = 1,22 kg/m3; v, = 1,510 ne/s)

Aufgabe 5.7
Warum |6st sich eine laminare Grenzschicht leichter ab als eine turbulente?

Aufgabe 5.8
Warum ist der Widerstandsbeiwert ¢, gerundeter Korper stérker von der Reynoldszahl Re abhéngig al's derjenige

von kantigen Korpern?

Aufgabe 5.9
Durch welche grundsétzlichen Mal3nahmen lassen sich der Reibungs- und der Druckwiderstand im Fahrzeugbau

reduzieren?

Aufgabe 5.10
Ein PKW mit einer Querschnittsflache von A = 2 m? und einem Widerstandsbeiwert von ¢, = 0,4 fahrt mit einer

Geschwindigkeit von 160 knvh.

— Berechnen Sie die zur Uberwindung des L uftwiderstandes notwendige Leistung

- Wieschnell kénnte ein LKW (A =10 n®, ¢, = 0,6) gleicher Leistung fahren, wenn diese Leistung aus-
schlieflich zur Uberwindung des L uftwiderstandes zur Verfiigung steht?

Aufgabe 5.11
Zwei Zylinder mit dem Langenverhdltnis L/D = 1 werden in zwei verschiedenen Lagen im Windkanal untersucht.

Im Fall 1 stehen sie aufeinander, im Fall 2 stehen sie senkrecht zur Anstromrichtung nebeneinander, und zwar so
weit entfernt, dass ihre wechsel seitige Beeinflussung vernachlassigbar ist.
— Fur welche Anordnung ergibt sich ein geringerer Widerstandsbeiwert?

Fall 1 Fall 2

2D
D D

D D D
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Aufgabe 5.12
Ein quaderformiger Korper liegt auf einer ebenen Wand und wird mit konstanter Geschwindigkeit U angestrémt.
Bel welcher Lage des Koérpers ergibt sich fur die Druckdifferenz am rechten Schenkel des Manometers eine

Nullanzeige?

negative Anzeige?

positive Anzeige?
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6 Potentialstromung

Gegenstand der Potentialtheorie ist die zweidimensionale Behandlung der Strémung eines
reibungsfreien und damit auch drehungsfreien Fluids. Da in diesem idealen Fluid keine
Schubspannungen auftreten, ist im gesamten Stromungsfeld, demnach auch in Wandnéhe, die
Bernoullische Konstante gleich grof3. Trotz dieser weitgehenden Einschrankungen sind die
Voraussetzungen des idealen Fluids fur grof3e Bereiche des realen Stromungsfeldes erfillt.
Dies insbesondere dann, wenn das betrachtete Stromungsfeld keine allzu grof3e Ausdehnung
hat und eine beschleunigte Bewegung vorliegt. Sie ist mit Sicherheit nicht erfillt in Wand-
ndhe, weil hier die sog. Haftbedingung greift. Eine Unterteilung des Stromungsfeldes in Be-
reiche, die als Potentiastromung betrachtet werden kann und solche, in denen die Relbungs-
fretheit nicht toleriert werden kann, ist also eine erste wichtige Erkenntnis.

6.1 Potentialtheorie

Zunéchst gilt es ein potentialtheoretisches Stromungsfeld zu beschreiben. Reibungslose und
drehungsfreie Strémungen sind Potentialstromungen im Sinne der mathematischen Stré-
mungslehre. Fir diese existiert die von Helmholtz eingefiihrte Potentialfunktion ®, das sog.
Geschwindigkeitspotential. Fur die Geschwindigkeitskomponenten gilt

v=grad ® (6.1

In der zweidimensionalen Stromung sind z.B. im kartesischen Koordinatensystem mit den
Richtungen x und y die Geschwindigkeitskomponenten vy und vy durch die partielle Ableitung
von ® gegeben:

y =90®  _0o (6.2)

Das Geschwindigkeitspotential hat demnach die Einheit m2/s. Auf den Aquipotentiallinien ist
die Grole des Potentials konstant, es gilt also ®(x,y) = const. Im quellenfreien Stromungsfeld
gilt zudem die Kontinuitatsbedingung nach Gl. 4.5, also

divv =0,
welche fur die beiden Geschwindigkeitskomponenten wie folgt lautet

ov, , v,

X

0Xx oy

=0 (6.3)

Durch das Einsetzen von GlI. 6.1 in die Kontinuitatsbedingung wird tber
div(grad(®))=Ad =0

daraus die L aplacesche Differentialgleichung erhalten, welche in der Komponentendarstel-
lung auf die Gleichung
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+2 2 =0 (6.4)

fuhrt. Diese Dgl. beschreibt ein Stromungsfeld, in welchem zwei ausgezeichnete Linienscha-
ren, die sog. Strom- und Aquipotentiallinien senkrecht aufeinander stehen. Strom- und Po-
tentialinien bilden das sog. Stromungsbild aus sich rechtwinklig kreuzenden Linienscharen.
Da senkrecht zur Berandung keine Stromung erfolgt, muss dort d®/dn =0 sein. Die Beran-
dung ist demnach zugleich eine Stromlinie. Ein Stromungsfeld ist dann bestimmt, wenn

P =0(x,y)
bekannt ist.

Unter Ziff. 3.8 wurde bereits gezeigt, dass die Stromlinien durch die Stromfunktion ¥ be-
schrieben werden kdnnen. Beziiglich der Stromfunktion gilt nach GI. 3.22:

_ 0¥ A
V, =—, V, = ——
ay 7 ox

Werden diese Ausdriicke in die Gleichung (3.15) fur die Stromlinie eingesetzt, so ist

v,dy-v, dx =0
% iy + ¥ i =dw =0
ay 0x

und damit W =const. Das Stromungsbild bestent demnach aus Linien ® =const. und
W = const. Da die Potentiastromung voraussetzungsgemald drehungsfrei ist, gilt nach Glei-
chung (3.12)

rotv=0
vy _ov, _
ox oy

und mit Gleichung (3.22) dann auch

_ww_fw_yw+yw=

= AW =0 6.5
ox> oay> ox> oy® (65

Fir die ebene drehungsfreie Stromung erfullt auch die Stromfunktion W die Laplacesche Glei-
chung. ® und W sind austauschbar.
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6.2 Einfache Potentialstromungen

6.2.1 Paralelstromung

Die denkbar einfachste Stromung ist eine Parallelstrémung, bei der lediglich eine Tranda-
tionsbewegung ausgeftihrt wird. Fir die zweidimensionale Bewegung in der x-y-Ebene sei da-
fUr vorgegeben, dass die Bewegung lediglich in Richtung der positiven x-Achse stattfindet.
Die Komponenten des Strémungsfeldes sind damit nach Abb. 6.1 v, =v; v, =0;

yA ()]

Abb. 6.1: Parallelstromung

Nach Gl. 6.2 gelten dann fiir die Strom-und Aquipotentiallinien in diesem Feld folgende Be-
ziehungen:

od_  _Jv
__VX__
0 X y
0® _-_9%¥
oy 0 X

Die Integration fuhrt direkt zu allgemeinen Losungen, wobei hier die Integrationskonstanten
nicht bestimmt werden, da hierzu keine naheren Angaben vorliegen.

d=v, X+c, (6.6)

Y=v,y+c, (6.7)

Aquipotentiallinien sind damit Parallelen zur y-Achse, Stromlinien Parallelen zur x-Achse.

6.2.2 Quellen- und Senkenstromung

Quellen und Senken sind Begriffe der mathematischen Stromungslehre, welche in Strémungs-
feldern singulére Punkte markieren, aus denen heraus eine radiale Strémung ihren Anfang
(Quelle) oder ihr Ende (Senke) nimmt. Damit ist bereits angedeutet, dass die Beschreibung
dieser Stromungsfelder am besten in Polarkoordinaten erfolgt. Bel der Anwendung im Bauin-
genieurwesen konnen die abstrakten mathematischen Begriffe durch real existierende Stro-
mungsformen ersetzt werden. Beide Stromungsarten sind Grundlagen fUr die Simulation von
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Grundwasserstromungen. Die ebene Senkenstromung entspricht der Anstromung des Verti-
kalbrunnens, die ebene Quellenstromung der Abstromung aus dem Schluckbrunnen. Bei
der Quellenstromung nach Abb. 6.2 ist die Radialkomponente v, vom Nullpunkt weggerichtet,
bei der Senkenstromung ist es umgekehrt. Durch den Vorzeichenwechsel fur die Quellen-
stérke g konnen die Gleichungen fur die Senkenstromung gewonnen werden. Die Einspeisung
im Nullpunkt des Koordinatensystems kann man sich durch eine von unten angeordnete

Rohrleitung vorstellen.
A YA
2} 4y V{ :V'

> X
X

| &
q ®

< ]

Abb. 6.2: Quellenstrémung

In Polarkoordinaten kénnen fir die Quelle die Geschwindigkeiten wie folgt dargestellt wer-
den:

V. =

r % v, =0; (6.9)

Bei der Ubertragung in das kartesische K oordinatensystem sind die Geschwindigkeitskompo-
nenten

vV, =V, cosd =(q/2T1r)coso; v, =V sing; (6.9

Die Gleichung fur die Radialkomponente wurde Uber die Kontinuitétsbedingung aus der
Quellenstarke g = v, 2rr ermittelt. Da die Quellenstérke as Randbedingung vorgegeben ist

und 2rteine konstante GroR3e darstellt, gilt

g/2m=c=v,r =const. (6.10)

Integriert wird hier wieder tGber die Beziehungen mit den Geschwindigkeitskomponenten vy
und vy nach Gl. 6.9, wobei eine kleine Umformung wegen r vorgenommen wird.

a_cD:Vx :L(LJ COSd) :i > X > | = o (611)
d X 2T\ r 2 X° +y ay
0P q (r). q y ov
— =V, =——|—|sSn¢p =— =- 6.12
ay 7 2T[r(rj b 2n(x2+y2] 9 X (612

Nach der Integration folgen auch hier wieder die Beziehungen fur die Aquipotenial- und
Stromlinien zu

gl 2 2 q
d®=—"ZIn{x"+ =—Inr=clnr 6.13
212 ( y ) 211 ( )

115



Kapitel 6: Potentialstr 6mung

_q (Y )_ 9, _
lJJ—ETtan (;)-Eq)—cﬁb (6.14)

In Abb. 6.3 sind die beiden Linienscharen in einem kartesischen Koordinatensystem eingetra-
gen. Die Stromlinien laufen vom Ursprung radial nach auRen, die Aquipotentiallinien sind
konzentrische Kreise.

Abb. 6.3: Strom- und Aquipotentiallinien fiir die Quellenstromung

Durch die Uberlagerung der Trandations- mit der Quellen- oder Senkenstromung entstehen
fUr die Grundwasserhydraulik wichtige Strémungsbilder (s. Ziff. 6.5).

6.2.3 Potentialwirbel

Durch Vertauschen von Strom- und Potentialfunktion kann die Quellenstromung in die Stro-
mung flr den (geraden) Potentialwirbel Ubergeftihrt werden. Da dieser der Laplaceschen Glei-
chung gentgt, ist die dabei entstehende Stromung voraussetzungsgemal? rotationsfrei. In An-
lehnung an die Gl. 6.13 und 6.14 werden dann folgende Funktionen erhalten

d=céd (6.15)

WY =clinr (6.16)
VA
_ T
X 27r
< Vi=0
¢
X

Abb.: 6.4: Potentialwirbel

Zu beachten ist, dassin Abb. 6.4 die Drehung des Potentia wirbels mathematisch positiv, also
entgegen den Uhrzeigersinn, angegeben ist. Die Geschwindigkeitsverteilung im Potentialwir-
bel ist

Vy=- (6.17)
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Die durch diese Gleichung beschriebene Wirbelbewegung stellt eine wichtige Stromungsform
zum Verstandnis gerade der Verluste an kinetischer Energie im Stromungsfeld dar. Dies
klingt zunéchst widersprichlich, da der Potentialwirbel fir die reibungsfreie Strémung abge-
leitet worden ist. Tatsachlich entstehen in der realen Strémung, z.B. an den freilen Trenn-
schichten Wirbelsysteme, welche die Geschwindigkeitsverteilung nach Gl. 6.17 aufweisen.
Naher wird darauf noch unter Ziff. 6.4 eingegangen.

Durch die Uberlagerung des Potentialwirbel mit der Quellen- oder Senkenstromung entstehen
Wirbelquellen bzw. -senken. Diese zweidimensionale Spirabewegung liefert wichtige Er-
kenntnisse Uber die gegenseitige Abhangigkeit von Druck- und Geschwindigkeitsfeld in
Strémungsmaschinen. Das wirkliche Stromungsfeld wird durch eine zusétzliche Axialkompo-
nente gepragt. Mit der Kombination von Trandationsstromung und Potentialwirbel wird die
Umstromung des drehenden Zylinders simuliert. Dabei wird wegen der unter-schiedlichen
Geschwindigkeiten an Ober- und Unterseite des Zylinders eine Querkraft erzeugt (M agnus-
Effekt).

6.3 Stromungshilder fir vorgegebene Randbedingungen

Die unter Ziff. 6.2 behandelten einfachen Stromungen beschreiben Aquipotential- und Strom-
linien fur ein unbegrenztes Stromungsfeld. Allgemein wird zun&chst das Geschwindigkeits-
feld bestimmt, das bei bekannter Geometrie (Randstromlinien) vorgegeben ist. Analytische
Ldsungen fir ein vorgegebenes Stromungsfeld sind schwierig und Gegenstand der Funktio-
nentheorie (konforme Abbildung). Darauf wird in diessm Rahmen nicht weiter eingegangen.
Es liegen alerdings fur eine Vielzahl von Stromungen Stromungsbilder vor. Ein Ausschnitt
aus einem Stromungsbild ist in Abb. 6.5 dargestellt.

J
y

D5
v\ o, q’z

Abb. 6.5: Strom- und Aquipotentiallinien

Das Stromungsbild lasst wichtige Ruckschltsse auf die Geschwindigkeiten im Stromungsfeld
zu. Da senkrecht zu den Stromlinien kein Volumenstrom stattfinden kann, gilt fir die Rich-
tung normal zu den Stromlinien allgemein
dw
VvV =

e (6.18)

Zwischen zwei Stromlinien W, und W1 gilt demnach fir den Durchfluss
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dP=qg=vdn (6.19)

In einem Stromungsbild, bei dem die Absténde zwischen den einzelnen Stromlinien W mit dn
und digjenigen zwischen den Aquipotentiallinien ® mit ds bezeichnet werden, wird ein qua-
dratisches Gitter aus den beiden Linienscharen fir dn = ds erreicht. Dies kann ein wesentli-
ches Hilfsmittel fir die Konstruktion dieser Linienscharen sein, da auch bei gekrimmten Li-
nien krummlinige Quadrate gebildet werden. Unter dieser V oraussetzung gilt die Identitat

d_qJ :d_CD (6.20)
dn ds

Beispielhaft aufgezeigt werden die daraus zu folgernden Rickschliisse auf Eigenschaften der
so gekennzeichneten Stromung anhand der Abb. 6.6.
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Abb. 6.6: Abfluss Uber ein Messwehr (nach Rouse)

In diesem Stromungsbild sind fir den Abfluss Uber ein scharfkantiges Messwehr Strom- und
Aquipotentialinien so eingezeichnet, dass ein Netz von krummlinigen Quadraten gebildet
wird. Die Stromung weist eine freie Oberflache bel der Anstromung zum Wehr auf. Nach dem
Verlassen der Wehrkante bildet sich ein freier Uberfallstrahl aus. Die Stromung wird nur
langs der festen Berandung im Sohlenbereich des Gerinnes vor dem Wehr und an der verti-
kalen Wand Uber die Wehrhdhe w durch Reibung beeinflusst. An der Phasengrenzflache flis-
sig-gasférmig kénnen Schubspannungen vernachlassigt werden.

Wichtig ist, dass in jedem Punkt des Strémungsfeldes die Gleichung von Bernoulli erflllt ist,
dass also die Summe aus Ortshohe, Druckhoéhe und Geschwindigkeitshdhe jeweils eine kon-
stante Grof3e ergibt. Ist somit an einem Punkt des Stromungsfeldes, z.B. an der Oberfléche des
Uberfallstrahls, die Geschwindigkeit bekannt, dann ist auch die Bernouillsche Konstante, in
diesem Fall die Lage der Energiehdhe, gegeben. Denn an der freien Oberflache ist die Druck-
hohe identisch mit der Ortshéhe. Damit ist zugleich auch im Innern des Stromungsfeldes die
Zuordnung der drei Terme der Bernoulli-Gleichung zueinander bekannt.
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Wie diese im einzelnen zu handhaben sind, regelt die Potentialtheorie, denn sie bestimmt
durch die Stromlinien die Geschwindigkeitsverteilung. Je geringer in diesem Stromungsbild
die Absténde zwischen den Stromlinien sind, desto grof3er ist die jeweilige Geschwindigkeit.
An der Strahlunterseite ist in Abb. 6.6 beispielsweise der Abstand zwischen den Stromlinien
am geringsten. Nach Gl. 6.18 sind deshalb dort die Geschwindigkeiten am groiten. Uber die
Geschwindigkeitsverteilung kann die Druckverteilung im Innern des Stromungsfeldes errech-
net werden. Im Beispiel sind die Druckverteilungen angetragen im Strahl Gber der Wehrkante
und Uber die Hohe des Wehrs. Da unmittelbar an der Wehrkante als Randbedingung der At-
mosphéarendruck herrscht, ist ein entsprechender Druckabfall zu verzeichnen. Die nichtlineare
Druckverteilung tUber der Wehrkante ist typisch fur ein Stromungsfeld mit gekrimmten
Strombahnen.

Noch eine Anmerkung zur festen Berandung an der Sohle vor dem Wehr. Das Stromungsbild
weist hierfir auch unmittelbar an der Wand endliche Geschwindigkeiten auf, die in der vom
Wehr unbeeinflussten Zone am linken Bildrand der mittleren Anstrémgeschwindigkeit vo ent-
sprechen. Der feste Rand a's Stromlinie gentigt der Randbedingung v, = 0, die Tangentialge-
schwindigkeit vs ist alein durch die Richtung der Berandung bestimmt und von endlicher
Grole, aso vs# 0. Deshalb wird diese Randbedingung in der Stromungslehre as kinema-
tische Randbedingung bezeichnet, dasie allein den Anspriichen der Stromlinie gerecht wird.

Zur Konstruktion derartiger Stromungsbilder bediente man sich friher unterschiedlichster,
auch grafischer Verfahren. Heute ist das zweidimensionale Stromungsfeld auch numerisch
nachzuvollziehen.

6.4 Grenzen der Anwendbarkeit der Potentialtheorie

Die reibungsfreie Behandlung von Stromungsproblem hat ihre Grenzen dort, wo die Be-
schreibung der Stromung mit Hilfe der Potentiatheorie zu Ergebnissen fuhrt, die im Wider-
spruch zur Erfahrung stehen. Besonders deutlich wurde dies bel der Simulation der Umstr6-
mung eines Kreiszylinders. Hier zeigt das potentialtheoretisch ermittelte Stromungsbild eine
symmetrische Umstromung des Kreisprofils. Die Stromung weist nach diesem Ergebnis an
der Vorder- und Riickseite des Profils einen Staupunkt auf. Wegen der Symmetrie im Stro-
mungsfeld sind deshalb auch die Druckverteilungen langs der Vorder- und Ruckseite iden-
tisch, so dass potentiatheoretisch kein Widerstand auftritt (d’ Alambertsches Paradoxon).

Die Potentiatheorie ist demnach nicht in der Lage, Einfllisse der Korpergeometrie richtig zu
interpretieren, da die durch Druckanstiege in der Grenzschicht ausgel6sten Umlagerung im
Stromungsfeld nicht erkannt werden konnen. Dies wird an einem einfachen Beispiel verdeut-
licht.

Beispiel 6.1: Gesucht ist das Stromungsbild fur die Stromfunktion W = a(x2 - y?) = const. Die zugehorigen
Stromlinien sind gleichseitige Hyperbeln, deren Asymptoten die Diagonalen in jedem Quadranten sind (y = £x).
Betrachtet man allein das Stromungsbild, das zwischen zwei dieser Asymptoten entsteht, so wird damit die Stro-
mung im Bereich zweier Platten beschrieben, die im rechten Winkel zueinander stehen (Abb. 6.7). Mit einge-
zeichnet sind in der Darstellung der Abb. 6.7 die Achsen der Flissigkeitsteilchen, welche sich zwischen zwei
Stromlinien bewegen. Die Lage der Achsen bleibt bei dieser Bewegung erhalten, die Flissigkeitsteilchen erfah-
ren demnach keine Rotation, erfillen daher die Voraussetzung der Rotationsfreiheit. Trotzdem ist auch dieses
Stromungsbild wirklichkeitsfremd. Im Bereich der Ecke erhéht sich der Abstand zwischen den Stromlinien. Die
Strémung wird deshalb in Richtung der Ecke verzogert. Deshalb weist die reale Stromung im Eckbereich eine
Ablésungszone auf.
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Abb. 6.7: Stromung in einer rechtwinkeligen Ecke

Auf die Bedeutung des Potentialwirbels wurde bereits hingewiesen. Nach Gl. 6.17 wéachst die
Tangentialgeschwindigkeit mit kleiner werdendem Radius an. Dafur r — 0 die Geschwindig-
keit vy — oo gehen musste, kann die Wirbelbewegung nur bis zu einem Grenzwert fur r auf-
recht erhalten werden. Da die viskosen Schubspannungen im realen Fluid proportional dem
Geschwindigkeitsgradienten sind, wirden sie mit Anndherung an die Drehachse auch unend-
lich grof3. Innerhalb dieses Bereiches dreht die Fliissigkeit wie ein fester Korper, ist aso nicht
mehr drehungsfrei. Fur das Verstandnis der Entstehung von Verlusten ist diese Tatsache sehr
wichtig. Innerhalb des Wirbels treten sehr hohe Gradienten und deshalb auch Schubspannun-
gen bis zum Erreichen des sog. Wirbelkerns auf. Im lediglich rotierenden Flissigkeitsbereich
werden bekanntlich keine Spannungen erzeugt.

v¢=wm

P

—
Wirbelkern

—

Abb. 6.8: Geschwindigkeitsverteilung in einem Wirbel

In Abb. 6.8 ist die Geschwindigkeitsverteilung in einem Wirbel gezeigt. Dieser dreht in einer
x-y-Ebene, seine Drehachse ist demnach die z-Achse. Im Aulenbereich folgt die Geschwin-
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digkeitsverteilung dem durch Gl. 6.17 beschriebenen Potentialwirbel. Mit Anndherung an die
Drehachse werden die Geschwindigkeitsgradienten so hoch, dass sich der Wirbelkern wie ein
Festkorper dreht. Dann entspricht die Geschwindigkeitsverteilung mit vy = rld der erzwunge-
nen Rotation. Der Potentidlwirbel mit rotierendem Wirbelkern wird in der Literatur als
Oseen-Wirbel bezeichnet.

Die Wirbelstéarke wird nach Gleichung 3.13 durch die Zirkulation ausgedrickt. Fir den Po-
tentialwirbel ist wegen

c'fv¢ lds=T

langs r = const. auch vy = const., so dassfirr=r;

r :rEDjds: 20T (6.22)
1

ist. Beim Potentialwirbel ist die Zirkulation (obwohl Potentialstromung) von Null verschie-
den, wenn der Wirbelkern vom Umlaufintegral erfasst wird. Der Wirbelkern ist rotationsbe-
haftet.

Bei Wirbeln, die an der freien Oberflache zu beobachten ist, senkt sich die Wasseroberflache
mit zunehmender Umfangsgeschwindigkeit immer weiter ein. Findet gleichzeitig ein Wasser-
abfluss senkrecht zur Oberfléche statt, dies gilt z.B. fur den Badewannenwirbel, dann wird der
Wirbelbewegung eine Langskomponente der Geschwindigkeit aufgezwungen. Wir haben
demnach einen typisch dreidimensionalen Strémungsvorgang vor uns.

6.5 Anwendung in der Grundwasserhydraulik

Hauptanwendungsgebiet der Potentialstromungen im Bereich des Bauingenieurwesens ist die
Grundwasserhydraulik. Obwohl dort mit der Bewegung des Grundwassers auch ein zéhes
Fluid bewegt wird, kann diese Stromung doch mit Hilfe der Laplaceschen Gleichung 6.4 be-
schrieben werden. Ursache dafir ist das lineare Widerstandsverhaten dieser Art von Bewe-
gung mit sehr kleinen Geschwindigkeiten. Fir die Grundwasserhydraulik erféhrt der abstrakte
Begriff des Geschwindigkeitspotentials sogar eine anschauliche Deutung in Verbindung mit
der Standrohrspiegel hthe.

Die unter Ziff. 6.2 angefiihrten einfachen Stromungen erlangen hier durch die erlaubte Uber-
lagerung von Einzelldsungen eine Uberragende Bedeutung. Beispielhaft ist hier lediglich
durch Abb. 6.9 die Uberlagerung der Parallelstrémung mit einer Senkenstromung aufgezeigt.
Die Senkenstromung wird im Stromungsfeld des Grundwasserleiters direkt durch einen For-
derbrunnen reprasentiert. Ergebnis weiterer Uberlagerungen ist die sog. Doublette, also die
Kombination eines Schluck- und Foérderbrunnens in der Parallel stromung.
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I }x Wasserscheide
\ /
AT A '

——

)

Staupunkt

Abb. 6.9: Brunnen in Grundstrémung

Bel dieser Anwendung soll die Entnahme von der Wiedereinleitung unbeeinflusst bleiben.
Der Forderbrunnen ist daher oberstrom vom Schluckbrunnen angeordnet. Im umgekehrten
Fal kann durch das Hintereinanderschalten dieser beiden Einrichtungen eine Insel in Stro-
mungsfeld geschaffen werden. Diese Konfiguration bietet sich an, wenn kontaminiertes
Grundwasser aus dem Grundwasserleiter entfernt werden muss.

Eine eigene Vorlesung Uber Grundwasserhydraulik wird fur die Vertiefer des Wasserwesens
angeboten.
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Formelzeichen zu Kapitel 6

Zeichen Benennung Einheit
c Konstante Gl. 6.17 m?/s
dn Stromlinienabstand m
ds Abstand der Aquipotentiallinien m
q Quéellenstéarke m3/s [m
% Geschwindigkeit m/s
Vo Tangentialgeschwindigkeit m/s
Vr Radialgeschwindigkeit m/s
r Zirkulation m?/s
(0 Winkel -
® Geschwindigkeitspotential m2/s
W Stromfunktion m?/s
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Aufgabe 6.1

Welche Bedingungen gelten an einem festen Rand fir eine ideale und fUr eine reale Flussigkeit?

Aufgabeb.2

- Warum ist eine Potential stromung wirbelfrei ?
- Warum st fr ein inkompressibles Fluid eine Potential stromung verlustfrei ?

Aufgabe 6.3

Die Entfernung x, zwischen Brunnen und dem in Abb. 6.9 eingezeichneten Staupunkt unterstrom des Brunnens
ist in Abhangigkeit von der Entnahme Q und der Flief3geschwindigkeit v, des Grundwasserstroms zu berechnen,
wenn die Entnahme (ber die H6he b des Grundwasserleiters erfolgt.

Aufgabe 6.4

Bei einer Doublette als Kombination von Forder- und Schiuckbrunnen bildet die Wasserscheide, welche die
Strémung zwischen den Brunnen vom unbeeinflussten Stromungsfeld abgrenzt, eine geschlossene Kurve. Sie
reprasentiert zugleich eine Stromlinie W = 0. Im kartesischen Koordinatensystem liegt die Achse des Schluck-
brunnens bei (- a 0), die des Forderbrunnens bei (+ a, 0). Bei einer Grundwasserbewegung v, in Richtung der
positiven x-Achse werden die Stromlinien durch

Y= voy+i(arctan Y —arctani)
21 X+a X-a

bestimmt. Die Lage der Wasserscheide und die Stromlinien der Strémung auf3erhalb der Wasserscheide sind im
Bereich 0<x<8 und 0<y <6 zu bestimmen. AuRerdem sind gegeben vo = 0,8, g = 2 tund a= 2,0.
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