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1.1 Eigenschaften einer Fliissigkeit

Die Hydromechanik ist die Lehre vom Gleichgewicht und von der
Bewegung der Fliissigkeiten. Nach der Erfahrung unterscheiden
sich Fliissigkeiten — und auch Gase — von den festen Korpern
hauptséchlich dadurch, dass sie Formédnderungen, die langsam und
ohne Volumendnderung vor sich gehen, nur sehr geringen Wi-
derstand entgegensetzen. Eine solche Forménderung erfiahrt zum
Beispiel eine Fliissigkeit, die sich zwischen zwei Platten befin-
det, an diesen haftet und einer scherenden Belastung unterworfen
wird (Abb. 1.1a). Das Verschieben der Teilchen gegeneinander er-
folgt unter dem Einfluss von Schubspannungen (Abb. 1.1b) und
dauert an, solange die Schubspannungen wirken. Eine Fliissigkeit
ist daher ein Stoff, der einer scherenden Beanspruchung unbe-
grenzt nachgibt. Dies bedeutet insbesondere, dass in einer ruhen-
den Fliissigkeit keine Schubspannungen auftreten kénnen.

Die Schubspannungen hingen von der zeitlichen Anderung 4
des Winkels v ab: 7 = f(¥). Dabei gilt f(0) = 0. Bei manchen
Fliissigkeiten stellt man im Experiment einen linearen Zusammen-
hang

T=n% (1.1)

fest. Solche Fliissigkeiten nennt man Newtonsche Flissigkeiten.
Die Grofle n heisst dynamische Viskositit (dynamische Zihigkeit,
Scherzihigkeit) und wird zum Beispiel in Ns/m? angegeben. Sie
ist ein Materialparameter und héangt u.a. von der Temperatur der
Fliissigkeit ab.

Wenn man den Schubversuch nach Abb. 1.1a mit einem elas-
tischen Festkorper statt mit einer Fliissigkeit durchfiihrt, dann
stellt sich ein zeitunabhéngiger Winkel ~ ein. Dabei gilt anstelle
von (1.1) das Hookesche Gesetz (Band 2, Gl. (3.10)) 7 = G~.
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In vielen Féllen ist es zuldssig, die bei der Bewegung einer
Fliissigkeit auftretenden Schubspannungen zu vernachlissigen.
Dies stellt eine Idealisierung der wirklichen Vorgédnge dar und ver-
einfacht die Behandlung von praktischen Problemen betréchtlich.
Man spricht dann von einer reibungsfreien Flissigkeit. Dagegen
nennt man eine Fliissigkeit, bei der die Schubspannungen beriick-
sichtigt werden, eine zihe (viskose) Fliissigkeit.

Fliissigkeiten erfahren selbst unter hohem Druck nur eine sehr
geringe Volumenénderung. Man kann sie daher bei fast allen prak-
tisch wichtigen Vorgéngen als inkompressibel betrachten. Dann ist
die Dichte vom Druck unabhéngig; sie kann aber bei inhomogenen
Fliissigkeiten vom Ort und von der Zeit abhédngen. Fiir homogene,
inkompressible Fliissigkeiten ist die Dichte ¢ rdumlich und zeitlich
konstant:

0 = const . (1.2)

Eine reibungsfreie Fliissigkeit mit konstanter Dichte nennt man
tdeale Flissigkeit. Wir wollen im folgenden immer voraussetzen,
dass (1.2) gilt.

Wie bereits erwahnt, setzen auch Gase einer scherenden Bean-
spruchung nur sehr geringen Widerstand entgegen. Im Gegensatz
zu Fliissigkeiten besitzen Gase aber keine freie Oberfliche. Sie
fiillen jeden ihnen zur Verfiigung stehenden Raum — gegebenenfalls
unter Anderung ihrer Dichte — vollstéindig aus. Die Dichte hiingt
dabei stark vom Druck und von der Temperatur ab. Die Erfahrung
zeigt allerdings, dass die Dichtednderung in Sonderféllen auch bei
Gasen gering sein kann und dann vernachldssighar ist. Dies gilt
zum Beispiel, wenn die Stromungsgeschwindigkeit des Gases klein
gegen die Schallgeschwindigkeit im Gas ist und wenn keine grofien
Druck- und Temperaturunterschiede vorhanden sind. Dann kann
man auch bei einem Gas die Dichte als konstant ansehen und das
Gas wie eine Fliissigkeit behandeln. Stromungsvorgéinge, die mit
groflen Volumen- bzw. Dichteinderungen verbunden sind, werden
in der Gasdynamik untersucht. Das Unterscheidungsmerkmal zwi-
schen Fliissigkeiten und Gasen wird durch den Begriff tropfbar cha-
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rakterisiert. Als Oberbegriff fiir beide Aggregatzustinde hat sich
die Bezeichnung Fluid eingebiirgert: tropfbare Fluide sind Fliissig-
keiten, nicht tropfbare Fluide sind Gase.

1.2 Hydrostatik

Die Hydrostatik ist die Lehre vom Verhalten ruhender Fliissig-
keiten. Von besonderem Interesse sind hierbei die Verteilung des
Drucks in einer Fliissigkeit sowie die Kréfte, die von einer Fliissig-
keit auf in ihr schwimmende Korper oder auf sie begrenzende
Flidchen ausgeiibt werden. Zu deren Ermittlung verwenden wir das
Schnittprinzip (Band 1, Abschn. 1.4) sowie die Gleichgewichtsbe-
dingungen. Beide gelten nicht nur bei festen, sondern auch bei
fliissigen Stoffen.

Da die Schubspannungen in beliebigen ruhenden Fliissigkeiten
Null sind, gelten die folgenden Uberlegungen gleichermaflen fiir
reibungsfreie und fiir zéhe Fliissigkeiten.

1.2.1 Druck in einer ruhenden Fliissigkeit

Nach Abschnitt 1.1 treten in einer ruhenden Fliissigkeit nur Nor-
malspannungen auf. Bei Vorgédngen von technischer Bedeutung
sind dies Druckspannungen. Sie kénnen nach dem Schnittprinzip
veranschaulicht und einer Berechnung zugénglich gemacht wer-
den.

Wir wollen im folgenden zeigen, dass die Druckspannungen in
einem beliebigen Punkt der Fliissigkeit unabhéingig von der Orien-
tierung des Schnittes sind. Dazu denken wir uns dort einen kleinen
Keil der Dicke Az aus der Fliissigkeit geschnitten; er ist in Abb. 1.2
in der Seitenansicht dargestellt. Der Winkel « ist dabei beliebig
gewdhlt. Die auf die Schnittflichen wirkenden Spannungen sind
im Bild als Druckspannungen eingezeichnet und mit p, p, und p,
bezeichnet. Auflerdem wird das Element durch eine Volumenkraft
f mit den Komponenten f;, f, und f. belastet.

Das Kriftegleichgewicht in 2- und in y-Richtung liefert

— pAyAz — pAsAzcosa + fx%AxAyAz =0,
T: pyAzAz —pAsAzsina + f,i AzAyAz =0.

1.2
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Abb.1.2

Mit Az = Assina und Ay = As cos « folgt daraus

Pe =D — f2Ax/2, py=p— fAy/2.

Wir lassen nun das Volumen des Keils gegen Null gehen. Mit
Az — 0 und Ay — 0 erhalten wir dann

Pz =Py =D-

Mit Hilfe eines Tetraeders (vgl. Abschnitt 2.1.1) lisst sich zeigen,
dass insgesamt gilt:

P =Py =p:=p. (1.3)

Die Druckspannung p nennt man kurz den Druck. Nach (1.3) ist in
einer ruhenden Fliissigkeit der Druck in einem Punkt in allen Rich-
tungen gleich. Diese Erkenntnis geht auf den Mathematiker und
Physiker Blaise Pascal (1623-1662) zuriick. Somit hiingt der Druck
nur vom Ort ab: p = p(z, y, z). Er hat die Dimension Kraft/Fléche
und wird in der nach Pascal benannten Einheit 1 Pa=1N/m? oder
in der Einheit 1bar = 10° Pa angegeben (1 MPa=1N/mm?).

Da in einer ruhenden Fliissigkeit keine Schubspannungen auf-
treten und die Normalspannungen nach (1.3) gleich grof} sind, ist
der Spannungstensor durch

-p 0 0
c=10 —-p 0 (1.4)
0 0 —p
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gegeben (vgl. Abschnitt 2.1.4). Ein solcher Spannungszustand heisst

hydrostatischer Spannungszustand.
Pod
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T - =
@ D a4 ——m—————|—— |}
_,|—____"—J£__ g B Sttt
pAA pas L e -
4 R A
- ¢/
a b pl2IA
Abb.1.3

Eine Fliissigkeit, auf die als einzige Volumenkraft die Schwer-
kraft wirkt, nennt man schwere Flissigkeit. Um die Druckver-
teilung in einer schweren Fliissigkeit zu bestimmen, schneiden wir
zunéchst einen Zylinder (Querschnittsfliche AA) mit horizontaler
Achse (Abb. 1.3a) aus der Fliissigkeit (die vertikalen Kriifte sind
im Freikorperbild nicht eingezeichnet). Aus der Gleichgewichtsbe-
dingung p1 AA — poAA = 0 folgt, dass an den Stellen ® und @ in
gleicher Tiefe der gleiche Druck herrscht. Der Druck kann daher
nur von der Tiefe abhédngen. Um diese Abhéngigkeit zu ermitteln,
betrachten wir eine vertikale Fliissigkeitssiule (Querschnittsfliche
A) nach Abb. 1.3b (hier sind die horizontalen Kréfte nicht einge-
zeichnet). Die Oberseite der Séule befindet sich an der Oberfldche
der Fliissigkeit. Dort herrscht der Luftdruck pg. An der Untersei-
te, d.h. in der Tiefe z, gilt p = p(z). Mit dem Gewicht G = pgAz
der Séule folgt somit aus dem Kréftegleichgewicht

70 p(z)A—G—ppA=0 — p(z)=po+ogz . (1.5)

In einer schweren Fliissigkeit wéchst demnach der Druck linear
mit der Tiefe (Abb. 1.3c).

Die Gleichung (1.5) kann auch dann zur Bestimmung der Druck-
verteilung verwendet werden, wenn mehrere Fliissigkeiten mit ver-
schiedenen Dichten in horizontalen Schichten angeordnet sind. So
herrscht zum Beispiel in der Trennfldche zwischen den beiden in
Abb. 1.4 dargestellten Fliissigkeiten mit den Dichten ¢; und g2 der
Druck p1 = pg+019h, und in der Tiefe z unterhalb der Trennfldche
lautet der Druck p(z) = p1 + 0292.
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Abb.1.4

Nach (1.5) ist der Druck in einer schweren Fliissigkeit an allen
Stellen gleicher Tiefe gleich grofl. Somit ist der Druck am Boden
eines Geféfles unabhéngig von der Gefafiform. Wenn die Boden-
flichen A verschiedener Geféfie gleich grof§ sind (Abb. 1.5), dann
wird — unabhéngig vom jeweiligen Gesamtgewicht der Fliissigkeit
— jeweils die gleiche Kraft F' von der Fliissigkeit auf den Boden
ausgeiibt. Dies nennt man das Pascalsche oder hydrostatische Pa-

radoxon.
i e
) e
i Eais
A A A

Abb. 1.5

In den kommunizierenden Rohren nach Abb. 1.6a ist der Druck
an den Fliissigkeitsspiegeln gleich dem Umgebungsdruck pg. Daher
stehen die Fliissigkeitsspiegel in den beiden Schenkeln des Rohres
gleich hoch. Wenn die beiden Schenkel dagegen zum Beispiel an
Druckbehélter angeschlossen sind und unterschiedliche Driicke pq
und po and den Fliissigkeitsspiegeln herrschen, dann stellt sich
ein Hohenunterschied Ah ein (Abb. 1.6b). Da der Druck im rech-
ten Schenkel in der Hohe des linken Fliissigkeitsspiegels ebenfalls
gleich p; ist, gilt nach (1.5) die Beziehung

p1=p2+0gAh. (1.6)

Danach kann zum Beispiel bei bekanntem Druck ps der Druck py
durch Messen des Hohenunterschiedes Ah bestimmt werden. Dies
wird bei Flissigkeitsmanometern angewendet.
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Mit einem Barometer misst man den Druck in der Erdatmo-
sphére. Wenn der eine Schenkel abgeschlossen und die Luft ober-
halb der Fliissigkeit entfernt worden ist (Abb. 1.6¢), dann stellt
sich nach (1.6) unter der Wirkung des Luftdrucks py ein Hohen-
unterschied

Ap =2
0g
ein. Der Druck pg, der bei Verwendung von Quecksilber mit der
Dichte ¢ = 13,594 - 10° kg/m® beim Normwert g = 9, 80665 m/s?
der Erdbeschleunigung zu einer Hohendifferenz von Ah = 760 mm
fiihrt, wird Normalluftdruck genannt. Er ergibt sich zu pg = 1,0132
bar = 1013, 2mbar = 1013,2 hPa (Hektopascal).

In Wasser (o = 103kg/m?) herrscht nach (1.5) in einer Tiefe
von z = 10m der Druck p = pg+0, 980665 bar =~ 2 pg. Er ist somit
ungefahr doppelt so grof3 wie der Luftdruck.

Bei einer hydraulischen Presse (Abb. 1.6d) wirken die Kriifte
F} und F5 auf die in die Schenkel eingepassten Kolben mit den
Flichen A; und As. Diese Kriifte erzeugen die Driicke p; und ps
an den Kolben. Bei praktischen Anwendungen ist meist o g Ah <
P1, D2, so dass aus (1.6) nidherungsweise

Fl F2 F1 A1

p1=p2 — A, A - 7 A

folgt. W&hlt man zum Beispiel A7 > As, so gilt F; > F5, d.h.,
man braucht nur eine sehr kleine Kraft Fy, um F; das Gleich-
gewicht zu halten.
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Wir betrachten nun eine Fliissigkeit, auf die eine beliebige Vo-
lumenkraft wirkt. Zwischen der Volumenkraft f und dem Druck p
besteht ein Zusammenhang. Um ihn herzuleiten, denken wir uns
den in Abb. 1.7 in der Seitenansicht dargestellten infinitesimalen
Quader (Kantenldngen dz, dy, dz) aus der Fliissigkeit herausge-
schnitten. Da der Druck vom Ort abhingt, ist er auf gegeniiber-
liegenden Flédchen i.a. nicht gleich grofi. So wirkt auf der linken
Schnittfliche der Druck p und auf der rechten Fliche der infini-
tesimal geénderte Druck p + %dx.

L S Abb. 1.7
Das Kriftegleichgewicht in z-Richtung liefert
0 19)
pdydz + fyodxdydz — [ p+ P gz dydz2=0 — @ _ Sz
ox ox

Wenn wir entsprechend auch das Kriiftegleichgewicht in y- und
in z-Richtung bilden, so erhalten wir insgesamt den gesuchten

Zusammenhang
op dp op
— — = —_— = . 1.
o=l G=fn  F=f (1.7)

Mit Hilfe des Gradientenvektors (Band 3, Abschn. 1.2.7) kann
(1.7) auch in der vektoriellen Form

gradp = f (1.8)

geschrieben werden. Die Punkte, in denen der gleiche Druck
p = const herrscht, bilden Flidchen, die man Niveaufiichen nennt.
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Ein konservatives Kraftfeld ist aus einem Potential (potenti-
elle Energie) E, herleitbar: f = —grad E,,. Da f eine Volumen-
kraft ist, stellt /2, eine potentielle Energie pro Volumeneinheit dar.
Durch Vergleich mit (1.8) erhélt man einen Zusammenhang zwi-
schen der potentiellen Energie der Volumenkraft und der Druck-
verteilung in der Fliissigkeit:

p(x,y7z)=—Ep($,y,z)+C. (19)

Dabei ist C eine beliebig wihlbare Konstante. Demnach sind die
Fléchen gleichen Drucks (Niveaufldchen) identisch mit den Flachen
gleichen Potentials (/( quipotentialflichen). Da der Gradientenvek-
tor (1.8) normal zur Niveaufliche steht, ist diese (bzw. die Aqui-
potentialfliche) in einem Punkt orthogonal zur Richtung der dort
wirkenden Volumenkraft. Bei einer schweren Fliissigkeit stellen
diese Flidchen horizontale Ebenen dar.

Beispiel 1.1 Ein offenes U-Rohr enthélt zwei sich nicht mischen-
de Fliissigkeiten mit verschiedenen Dichten (Abb. 1.8a). Gegeben
sind pg, 01, ho und Ah. Man bestimme o5.

Po Py
NE W
t h
| noan)
2;
Abb.1.8 & & b

Lésung In der Fliissigkeit @ ist der Druck an der Trennfldche nach
(1.5) durch po = po+ 02 g ha gegeben. Der Druck in der Fliissigkeit
® an der Trennfliche stimmt mit dem im linken Schenkel auf
gleicher Hohe herrschenden Druck p; = po+ 01 g(ha — Ah) iiberein
(Abb. 1.8b). Gleichsetzen der Driicke liefert

pr=p2 — o02=(1—-Ah/hs)o1.

Beispiel 1.2 Ein Behilter mit Fliissigkeit (Dichte p) rotiert als
Ganzes mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w um eine feste,

B1.1

B1.2
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vertikale Achse (Abb. 1.9a).
Gesucht sind die Druckverteilung in der Fliissigkeit und die
Form der freien Oberflache.

a b Abb.1.9

Lésung Wir fithren die Aufgabe auf ein statisches Problem zuriick
und bestimmen die Druckverteilung aus den Volumenkriften nach
(1.7). In radialer Richtung wirkt die d’Alembertsche Trégheits-
kraft f. = orw? (Band 3, Abschn. 4.1), in vertikaler Richtung
wirkt die Gewichtskraft f, = pg (Abb. 1.9b). Aus

Ip Ip

E - fr bzw. @ - fz
folgt durch Integration

p(rz) =00’ +9(z)  bzw.  p(rz)=o0gz+(r).

Dabei sind ¢(z) bzw. 1 (r) zunichst unbekannte Funktionen von z
bzw. r. Durch Vergleich der beiden Ausdriicke fiir p erkennt man,
dass

p(r,z) =5 ow?r? +0gz+C
gilt, wobei C' eine Konstante ist. Da bei dem gewé#hlten Koor-
dinatensystem (Abb. 1.9b) an der Stelle = 0, z = 0 der Druck

gleich dem Luftdruck pg sein muss, folgt C' = py. Die Druckver-
teilung in der Fliissigkeit ergibt sich damit zu

p(r,z) =po+ So0w?r*+pgz. (a)

In vertikaler Richtung nimmt hiernach der Druck wie in einer
nichtrotierenden Fliissigkeit linear mit der Tiefe zu, in horizonta-
ler Richtung steigt er mit dem Quadrat der Entfernung von der
Drehachse.

An der freien Oberflidche gilt p = pg. Damit erhélt man aus (a)
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die Gleichung der Oberfldche:

2
_ e
29

Die freie Oberfliche ist somit ein Rotationsparaboloid.

1.2.2 Auftrieb

Wenn man einen an eine Federwaage gehéngten Korper in eine ru-
hende Fliissigkeit eintaucht, stellt man an der Waage eine schein-
bare Gewichtsverminderung fest. Sie entsteht dadurch, dass von
der Fliissigkeit flichenhaft verteilte Kréfte auf den Koérper aus-
geiibt werden, deren Resultierende vertikal nach oben gerichtet
ist. Diese resultierende Kraft nennt man Auftrieb.

Abb.1.10 a b

Um den Auftrieb zu bestimmen, betrachten wir einen beliebig
geformten Korper mit dem Volumen V', der zuniichst vollstdndig
eingetaucht sein soll. Wir denken uns den Korper aus vertikalen
Elementarzylindern aufgebaut. Ein solcher Zylinder mit der Quer-
schnittsfliche dA und der Hohe A ist in Abb. 1.10a dargestellt.
Auf seine schriage Oberseite dA; bzw. Unterseite dAs wirken die
Krifte p; dA; bzw. po dAs. Mit den Winkeln a; und aq gilt nach
Abb. 1.10b der Zusammenhang dA = dA;cosa; = dAscosas.
Damit erhalten wir die Vertikalkomponente der resultierenden
Kraft der Fliissigkeit auf den Elementarzylinder (positiv nach
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oben geziihlt) zu
dFs = padAscosas —pydAjcosa; — dFa = (p2 —p1)dA.

Nach der hydrostatischen Druckgleichung (1.5) gilt po—p; = 0gh,
wobei p die Dichte der Fliissigkeit ist. Mit dem Volumen dV =
hdA des Zylinders ergibt sich daher

dF4y =pgdV.

Die gesamte resultierende Kraft nach oben — d.h. der Auftrieb —
folgt durch Integration iiber den Korper:

FA:/diV.
1%

Da ¢ und g konstant sind, erhilt man daraus mit [dV = V
v
schlieBlich

Fa=o04gV. (1.10)

Der Auftrieb ist somit gleich dem Gewicht der verdrangten Fliis-
sigkeitsmenge. Dieser Zusammenhang wurde bereits von Archi-
medes (287-212) gefunden und wird daher Archimedisches Prinzip
genannt. Die Wirkungslinie des Auftriebs geht wie die Wirkungs-
linie der Gewichtskraft durch den Schwerpunkt S der verdrédng-
ten Fliissigkeitsmenge.

Um zu zeigen, dass die Horizontalkomponente der von der Fliis-
sigkeit auf den Korper ausgeiibten Kraft Null ist, denken wir
uns den Korper aus horizontalen Elementarzylindern aufgebaut.
Die Endflichen eines Zylinders mit beliebiger Orientierung befin-
den sich jeweils in gleicher Tiefe. Daher herrscht dort jeweils der
gleiche Druck, und die in Richtung der Zylinderachse wirkenden
Kraftkomponenten sind im Gleichgewicht. Somit ist auch die re-
sultierende Kraft in beliebiger horizontaler Richtung Null.

Der Auftrieb kann auch auf anschauliche Weise bestimmt wer-
den. Dazu denkt man sich den Korper aus der Fliissigkeit ent-
fernt und den von ihm vorher eingenommenen Raum (Volumen
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V', Oberfliche O) mit der Fliissigkeit selbst ausgefiillt. Da die
Fliissigkeit in Ruhe ist, miissen die an der Oberfliche O angreifen-
den Fliachenkréfte mit der Gewichtskraft G = og V', deren Wir-
kungslinie durch den Schwerpunkt geht, im Gleichgewicht sein.
Die Resultierende aus den Flichenkréiften — d.h. der Auftrieb —
ist demnach dem Betrag nach gleich dem Gewicht der Fliissig-
keitsmenge, geht durch deren Schwerpunkt Sr und ist nach oben
gerichtet. Da die an der Oberfliche O wirkenden Flidchenkrifte
nicht davon abhingen, welches Material sich im Innern von O
befindet, gilt diese Aussage auch fiir einen eingetauchten Korper.

Wenn der Korper nicht vollstédndig, sondern nur teilweise ein-
getaucht ist, dann ist der Auftrieb ebenfalls gleich dem Gewicht
der verdrangten Fliissigkeitsmenge und geht durch deren Schwer-
punkt.

Beispiel 1.3 Eine unten offene, zylindrische Taucherglocke (Quer-
schnittsfliiche A, Hohe h, Gewicht G) wird {iber ein Seil in einen
See langsam nach unten gelassen (Abb. 1.11a). Dabei #ndern sich
Druck und Volumen der Luft in der Glocke nach dem Gesetz pV =
const.

In welcher Tiefe t ist das Volumen der Luft auf die Hélfte des
urspriinglichen Wertes abgesunken? Wie grofl ist dann die Seil-

kraft?
0
Po ﬁ%\ 0 0\ 2
AV
= N

{\[q

1

Abb.1.11

Losung Wenn das Luftvolumen auf die Halfte abgesunken ist,
dann hat sich wegen pV = const der Druck verdoppelt, und die

B1.3
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Taucherglocke hat sich bis zur Hélfte mit Wasser gefiillt (Abb.
1.11b). Die Trennfldche zwischen der Luft und dem Wasser befin-
det sich in der Tiefe ¢ + h/2. Somit gilt

po h
po+ogt+h/2)=2py — t=———.
(t-+ 1/2) = 29 o

Aus der Gleichgewichtsbedingung
folgt mit der Auftriebskraft 4 = og Ah/2 die Seilkraft zu

S=G—-pgAh/2.

Bl.4 Beispiel 1.4 Ein Triager ruht nach Abb. 1.12a auf zwei gleichen
Schwimmern (Grundfliche A). Um welchen Winkel ist der Triger
geneigt, wenn eine Last (Gewicht G) im Abstand a vom linken
Ufer aufgebracht wird?

]

it N : .

e =
\
A 4

‘91
—_ C
‘f |
s
L1 iAh
s s

Abb.1.12

Losung Wenn die Last aufgebracht wird, sinken die Schwimmer im
Vergleich zur unbelasteten Ausgangslage tiefer ein. Wir betrach-
ten im folgenden nur diese zusétzlichen Eintauchtiefen sowie die
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entsprechenden Kriifte.

Wir denken uns den Triager von den Schwimmern getrennt.
Die auf die Teilkorper wirkenden Krifte sind im Freikorperbild
Abb. 1.12b dargestellt. Aus den Gleichgewichtsbedingungen am
Triager sowie an den Schwimmern folgt:

"y l—a
Bo : Bll—G(l—(l)ZO — By = ] G,
¥ a

Bi: Byl —Ga=0 — B2:7G7

T: AFs, =DB;, AF4, =Bsy.
AuBlerdem gilt nach der Archimedischen Auftriebsformel (1.10):
AFAlzggAAtla AFAQZQQAAtQ

Auflosen liefert die zusatzlichen Eintauchtiefen

I —
At = (-a)G . Aty = aG )
0g Al 0g Al
Daraus folgt der Neigungswinkel o (Abb. 1.12¢):
. Atl — Atg . (l - 2(1)G
sina = ——= — sna=-——"—

l 0gAl2

Beispiel 1.5 Ein homogener Stab (Linge [, Querschnittsfliiche A,
Dichte pg) ist an seinem Ende in B drehbar gelagert (Abb. 1.13a)
und taucht mit dem anderen Ende in eine Fliissigkeit (Dichte op >

0s)-
Gesucht sind die Eintauchlinge x und der Neigungswinkel o.

—/5 X 95
i g P
AN ;
[ ™/ /
. . Y
Abb.1.13

Lésung Auf den eingetauchten Stab wirken das Gewicht G =
0g9Al, der Auftrieb Fy = opg Az und die Lagerreaktion B

B1.5



18 1 Hydromechanik

(Abb. 1.13b). Aus dem Momentengleichgewicht
s l T
B: Gicosa—FA(l—§)cosa:0

ergibt sich eine quadratische Gleichung fiir die Eintauchlénge:

)
05l —opx(2l —2) =0 — xl[l 1551 (a)
F

Das positive Vorzeichen vor der Wurzel ist wegen = < [ auszu-
schliefen. Der Neigungswinkel folgt aus der Geometrie:
h h

siha=—— — siha= ————. (b)

= l\/l_Qs/QF

Im Fall h =1,/1 — 0g/0p nimmt der Stab eine vertikale Lage ein
(sina = 1). Fiir b > 14/1 — 04/0p gilt ebenfalls o = 7/2 (die
Gleichungen (a) und (b) gelten dann nicht mehr).

1.2.3 Der schwimmende Korper

Wir betrachten einen teilweise in eine Fliissigkeit eingetauchten,
symmetrischen Kérper mit dem Gewicht G, der in Abb. 1.14a im
Schnitt dargestellt ist. Die von der x,y-Ebene aus dem Korper
geschnittene Fliche A heisst Schwimmflache. Damit der Korper
in der dargestellten Lage schwimmen kann, miissen sowohl das
Kriftegleichgewicht als auch das Momentengleichgewicht erfiillt

A /T [

16 // h/ Ac
= &% — 4
el {iﬁ Y /
W ~ S

e

/ ‘z L S

Ay

c
Abb.1.14
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sein. Das Kriftegleichgewicht lautet
G—F;,=0. (1.11)

Der Korper taucht daher so tief ein, bis das Gewicht der verdriang-
ten Fliissigkeit gleich seinem eigenen Gewicht ist. Wegen der vor-
ausgesetzten Symmetrie liegen der Schwerpunkt S des Korpers
und der Schwerpunkt Sr der verdridngten Fliissigkeitsmenge auf
der z-Achse. Somit fallen die Wirkungslinien der beiden Krifte G
und F4 zusammen, und das Momentengleichgewicht ist erfiillt.
Um die Stabilitdt der Gleichgewichtslage in Bezug auf eine Dre-
hung um die z-Achse zu untersuchen, betrachten wir eine um
einen kleinen Winkel A« gedrehte benachbarte Lage (Abb. 1.14b).
Wenn wir mit dA ein Flichenelement in der Schwimmflache mit
dem Abstand y von der Drehachse bezeichnen, dann ist die Ande-
rung AV des Volumens V' der verdriingten Fliissigkeit durch

AV:/yAadAzAa/ydA

gegeben. Dabei ist die Integration tiber die gesamte Schwimmflé-
che zu erstrecken. Da die z-Achse eine Schwerachse der Schwimm-
flache ist, gilt AV = 0. Somit dndert sich bei einer kleinen Dre-
hung der Betrag der Auftriebskraft nicht. Dagegen verschiebt sich
deren Wirkungslinie, da sich die Lage des Schwerpunkts der ver-
driangten Fliissigkeitsmenge #&ndert: der Punkt Sp geht in den
Punkt S% iiber. Dann bilden G und Fj ein Kréftepaar mit dem
Moment

AM = AyFy . (1.12)

Dieses Moment wird durch die verteilten Krafte in den schraffier-
ten Bereichen erzeugt:

AM:/ngdV.

Mit dem Volumenelement dV = y Aa dA und dem Fliéchentrigheits-
moment I, = [y*dA folgt

AM =9I, Ac.
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Durch Vergleichen mit (1.12) erhiilt man daraus
AyFs=o0gl, Ac. (1.13)

Da zwischen dem Hebelarm Ay und dem Drehwinkel A« nach
Abb. 1.14¢ der Zusammenhang

Ay = (e+ hy)Aa

besteht, ergibt sich mit F4 = ogV aus (1.13)

—e. (1.14)

<&

hy =

Der Schnittpunkt der Wirkungslinie von F4 mit der Geraden
durch die Punkte Sg und Sk heisst Metazentrum M. Seine La-
ge wird durch die Hohe hjp; bestimmt. Wenn das Metazentrum
oberhalb von Sk liegt (has > 0), dann bildet AM ein Riickstell-
moment, und die Gleichgewichtslage nach Abb. 1.14a ist stabil.
Befindet sich M dagegen unterhalb von Sk (has < 0), dann ist die
Gleichgewichtslage instabil.

Als einfaches Beispiel betrachten wir ein in einer Fliissigkeit
(Dichte ¢p) schwimmendes, homogenes Brett (Lénge [, Breite b,
Hohe h, Dichte pp), das die Eintauchtiefe ¢ hat (Abb. 1.15). Mit
dem Gewicht G = gz glbh des Bretts und dem Auftrieb Fq =
0rglbt folgt nach (1.11)

t_op

h op
Da t < h sein muss, kann das Brett somit nur dann schwimmen,
wenn seine Dichte kleiner als die Dichte der Fliissigkeit ist. Mit

Abb.1.15
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I, =1b3/12, V = 1bt und e = (h — t)/2 erhiilt man aus (1.14)

An der Stabilitéitsgrenze hy; = 0 folgt daraus
b =6t(h—t).

Bei vorgegebenen Werten von h und ¢ ist die Gleichgewichtslage
stabil fiir b2 > 6¢ (h — t) und instabil fiir b < 6¢ (h — t). Hieraus
folgt zum Beispiel fiir ¢ = h/2 die Bedingung b > /3/2 h fiir eine
stabile Gleichgewichtslage.

1.2.4 Druckkrifte auf ebene Fldachen
Fiir viele praktische Anwendungen ist es erforderlich, die Kréfte
zu bestimmen, die durch den hydrostatischen Druck auf Beran-
dungen (Behélterwinde, Staumauern, usw.) bzw. auf Teilflichen
der Berandung (Lukendeckel, Klappen, Schieber) hervorgerufen
werden. Wir beschrianken uns dabei zunéchst auf ebene Flichen.
Zu diesem Zweck betrachten wir eine nach Abb. 1.16a um den
Winkel « geneigte, ebene Teilfliche A, die sich vollstdndig unter-
halb des Fliissigkeitsspiegels befindet. Fiir die resultierende Druck-
kraft F' gilt

F= /pdA. (1.15)

Abb.1.16
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Wir wollen zunéchst nur die von der Fliissigkeit allein erzeugte
Kraft ermitteln, d.h., den vom Luftdruck pg herrithrenden Anteil
nicht beriicksichtigen. Dann gilt in der Tiefe z fiir den Druck p =
09 z. Wenn wir ein z,y-Koordinatensystem geméfi Abb. 1.16a,b
einfithren, dann lasst sich dieser mit z = ysin« in der Form p =
ogysina schreiben. Einsetzen in (1.15) liefert

F:ggsina/ydA. (1.16)
A

Mit [ydA = ygA (Band 1, Gl (4.11)) sowie ygsina = zg folgt
A

daraus F' = pg 24 A, und wegen pg = p g z¢ ergibt sich schliefilich

Die resultierende Kraft ist demnach gleich dem Produkt aus dem
Druck im Fldchenschwerpunkt und der Fléche.

Die Wirkungslinie von F' folgt aus der Bedingung, dass das Mo-
ment dieser Kraft beziiglich jeder beliebigen Achse gleich dem ent-
sprechenden resultierenden Moment der Fliachenlast p sein muss.
Wenn wir die z-Achse als Bezugsachse wéhlen und den Abstand
der Wirkungslinie von der 2-Achse mit y, bezeichnen (Abb. 1.16),
dann erhalten wir

FyD:/ypdA:ggsina/y2dA.
A A

Einsetzen von F nach (1.16) liefert

_fy2dA

Fiihren wir das Flichentrigheitsmoment I, = [ A y?dA und das
statische Moment S, = [ 4 ¥ dA ein, so ergibt sich daraus

I,
= —. 1.1
Yp S ( 8)

x
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Aus der Momentenbeziehung um die y-Achse Fxp, = [, zpdA
finden wir entsprechend den Abstand x, der Wirkungslinie von
der y-Achse zu

Tp=— {;f—j . (1.19)
Dabei ist I, = — foydA das Deviationsmoment. Der Punkt
D auf der Flache mit den Koordinaten x, und y, heisst Druck-
mittelpunkt. Wenn die y-Achse eine Symmetrieachse der Fliche
darstellt, dann ist I, = 0, d.h., der Druckmittelpunkt liegt auf
der Symmetrieachse.

Nach dem Satz von Steiner (Band 2, Abschn. 4.2.2) gilt

_ 2
I:c - Ia:s +ySA7

wobei I, das Flachenmoment beziiglich einer zur z-Achse pa-
rallelen Achse durch den Schwerpunkt S der Fliche ist. Damit
folgt aus (1.18)

I, +y%A I,
_ ®s _ s
Yp yoA Ys + ysA

(1.20)

Da Ifs’ yg und A positiv sind, gilt y, > yg. Der Druckmittel-
punkt D liegt somit tiefer als der Schwerpunkt S.

Wenn man den Luftdruck pg beriicksichtigt, dann ergibt sich die
resultierende Kraft weiterhin aus (1.17). Fiir pg muss in diesem
Fall der Druck pg = pg + 0 g 24 eingesetzt werden. Die Wirkungs-
linie geht durch den Kriftemittelpunkt der von der Fliissigkeit al-
lein erzeugten Kraft und der vom Luftdruck herrithrenden Kraft
poA. Die Wirkungslinie von pgA geht dabei durch den Schwer-
punkt S der Fliche A.

Als Anwendungsbeispiel betrachten wir eine rechteckige Fliche
(Hohe a, Breite b), deren Oberkante nach Abb. 1.17a horizontal
verlduft. Mit dem Druck pg = 0g2zg = 0gsina (c + a/2) und der
Flache A = ab erhélt man aus (1.17) die resultierende Kraft der
Fliissigkeit auf die Fliche zu

F =logsina(2c+a)ab. (1.21)



B1.6

24 1 Hydromechanik

e ) ]
p—
S

oS
op —

e

a bt y b Abb. 1.17

Die Flachenmomente sind durch

bad a\? a
L= 5 +(ct3) ab, Se=(c+5)ad

gegeben. Damit folgt nach (1.18) die y-Koordinate des Druckmit-
telpunkts zu

a’?+3(2c+a)?

6(2c+a) (1.22)

Yp =
Die resultierende Kraft und die Lage ihrer Wirkungslinie kénnen
auch durch die Driicke p; und ps an der Ober- und der Unterkante
des Rechtecks ausgedriickt werden. Die Kraft F' ist das Produkt
aus der Trapezfliche, welche den Druckverlauf charakterisiert, und
der Breite b (Abb. 1.17b):

p1+ p2
=——"uab.
2
Der Abstand d der Wirkungslinie von der unteren Kante ist durch

den entsprechenden Schwerpunktabstand der Trapezfliche (vgl.
Band 1, Abschnitt 4.3, Tabelle 4.1) gegeben:

F (1.23)

2
_a2ptpe ) (1.24)
3 p1+p2
Beispiel 1.6 Man bestimme die resultierende Kraft und ihre Wir-

kungslinie auf eine kreisformige Luke (Radius r) in einer vertikalen
Wand eines oben offenen Behilters (Abb. 1.18a).

Losung Da der Atmosphérendruck sowohl von innen (iiber die
Fliissigkeit) als auch von aufilen auf das Fenster wirkt, braucht



1.2 Hydrostatik 25

Abb.1.18

er nicht beriicksichtigt zu werden. Mit dem Druck pg = pgt
im Schwerpunkt und der Kreisfliche A = 772 erhalten wir nach
(1.17)

F=mogtr?.

Das Fldchentragheitsmoment und das statische Moment beziiglich
der z-Achse sind durch

71"1"4

Iz:—4 +rrit?, S, =yg A=mtr?

gegeben. Damit folgt aus (1.18)

L,
Yo =5 ' T uy-

Der Druckmittelpunkt D liegt somit um e = r2/(4t) tiefer als der
Schwerpunkt S (Abb. 1.18b).

Beispiel 1.7 In einem oben offenen Behilter der Linge b wird durch
eine homogene, starre Platte (Gewicht G) eine Fliissigkeit (Dichte
0) auf zwei unterschiedliche Spiegelhdhen eingestellt (Abb. 1.19a).
Die Platte ist ldngs ihrer Unterkante A gelenkig gelagert (abge-
dichtetes Scharniergelenk) und wird an der Oberkante durch ein
horizontales Seil im Gleichgewicht gehalten.

Man bestimme die Lagerreaktionen im Scharniergelenk und die
Seilkraft.

Lésung Wir schneiden die Platte frei. Die auf sie wirkenden Kréfte
sind im Freikorperbild Abb. 1.19b dargestellt. Der Atmosphéiren-
druck pg wirkt auf beiden Seiten der Platte und braucht daher

B1.7
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S
5
F
T _A N
i /7,/3—‘( ihz/ 3
e
a b ogh ogh
Abb.1.19

nicht beriicksichtigt zu werden. Die Driicke fasst man zweckméfi-
gerweise zu ihren Resultierenden F; = pg % 2 L(h1b) bzw. Fy =
oghe 2 (h2b) mit den Absténden hi/3 bzw. ho/3 vom Scharnierge-
lenk zusammen. Dann liefern die Gleichgewichtsbedingungen

~ E @ 09b 5 3
A: RBg —Br+5h=0 — §="2=(hi—h),
T : Av—GZO —>AV:G,

— Fl—F2+AH+S:0

0gb
Ag =~ h [3h(h3 — h3) — (h3 — h})].

Die Krifte Ay und Ay sind iiber die Lange des Scharniers verteilt.

Beispiel 1.8 In Abb. 1.20a ist eine Vorrichtung zur Regelung des
Wasserstands im Behélter @ skizziert. Sie besteht aus einer in C'
drehbar gelagerten quadratischen Platte BC, die iiber den He-
bel CD und ein Seil (Lidnge !) mit einem zylindrischen Schwim-
mer (Grundfliche A, Gewicht G)) verbunden ist. Die Gewichte von
Klappe, Hebel und Seil werden vernachléssigt.

Bei welchem Wasserstand h = hy ist das Seil gerade gespannt?
Fiir welches h = ho 6ffnet sich die Klappe?

Lésung Wir bezeichnen die Eintauchtiefe des Schwimmers mit ¢
(Abb. 1.20b). Das Seil ist dann gerade gespannt, wenn die geo-
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a
Abb.1.20

metrische Beziehung
h=a+1+t (a)

erfiillt und die Seilkraft dabei Null ist. Bei verschwindender Seil-
kraft muss nach (1.11) die Gewichtskraft G mit der Auftriebskraft
Fy = p0g At im Gleichgewicht sein:

G
G—Fs=0 — t=——. b
y s (v
Einsetzen von (b) in (a) liefert den Wasserstand
G
hi=a+1+——. c
1 e (©

Die auf den Schwimmer und auf die Klappe wirkenden Kréfte
sind in Abb. 1.20b dargestellt. Die resultierende Druckkraft auf die
Klappe ergibt sich aus der gleichférmigen Druckverteilung o g(h —
a) unter Beachtung der Tatsache, dass sich die linearen Anteile
aufheben:

F=o0g(h—a)ad*.

Die Klappe offnet sich, wenn die Lagerkraft B Null wird. Das
Kriftegleichgewicht am Schwimmer und das Momentengleichge-
wicht beziiglich C' liefern dann

l: G+S—pgAt=0,
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N
C: Sa—Qg(h—a)anzo.

Daraus folgt mit der auch hier geltenden geometrischen Beziehung
(a) der zum Offnen der Klappe erforderliche Wasserstand

1 G a’
h2_1_7ag m+a+l—ﬂ . (d)

24

Bei der Herleitung von (d) wurde vorausgesetzt, dass die Ein-
tauchtiefe ¢ des Schwimmers kleiner als seine Hohe ist.

1.2.5 Druckkréfte auf gekriimmte Flachen

Wir wollen nun die resultierende Kraft einer Fliissigkeit auf die
gekriimmte Fliche A nach Abb. 1.21a ermitteln. Dabei ist es
zweckméfBig, die Kraftkomponenten in vertikaler und in horizonta-
ler Richtung getrennt zu bestimmen. Die auf ein Fldchenelement
dA wirkenden Komponenten der Kraft dF' = pdA sind unter Be-
achtung von p = pgz und dA = dAcosa bzw. dA* = dAsina
durch

dFy = pdAcosa = pgzdA=p0gdV,
dFg = pdAsina = pdA*

gegeben. Durch Integration erhélt man daraus

Fy =04V, (1.25a)

a b Abb.1.21
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FHz/pdA* :Qg/sz* =0gzg. A" — Fyg =pg.A".
(1.25b)

Die Vertikalkomponente Fy ist demnach gleich dem Gewicht der
Fliissigkeit oberhalb der Fliche A. Thre Wirkungslinie geht durch
den Schwerpunkt des Fliissigkeitsvolumens V. Die Horizontalkom-
ponente Fp ist das Produkt aus der projizierten Fliche A* und
dem Druck pg. im Schwerpunkt S* dieser Fléche. Sie stimmt mit
der Kraft iiberein, die von der Fliissigkeit auf die vertikale ebe-
ne Fliche A* ausgeiibt wird. IThre Wirkungslinie kann daher nach
Abschnitt 1.2.4 bestimmt werden. Die Gleichungen (1.25a) gelten
sinngeméf auch dann, wenn sich eine Fliissigkeit unterhalb einer
gekritmmten Fliche befindet (Abb. 1.21b).

In einem Anwendungsbeispiel bestimmen wir die resultieren-
de Kraft, die vom Wasser im kreisformigen Bereich BC' auf eine
Staumauer (Lénge [) ausgeilibt wird (Abb. 1.22a). Die Druckver-
teilung in der projizierten Ebene ist in Abb. 1.22b dargestellt. Mit
V =nar?l/4, pg. = 0gr/2 und A* = rl erhélt man aus (1.25a)
die Kraftkomponenten zu

1
szgpgvﬂh Fy = 50971

Die Wirkungslinie der Vertikalkomponente geht durch den Schwer-
punkt der iiber CB liegenden Viertelkreisfliche (Abb. 1.22¢). Sie
hat den Abstand cg = 4r/37 (Band 1, Abschnitt 4.3, Tabelle
4.1) vom Punkt C'. Die Wirkungslinie der Horizontalkomponente
verlduft in der Tiefe 2r/3 (Abb. 1.22b).

D Pgx T
2/13 sz; r/2
£y
egr .
a b c d

Abb. 1.22
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Die resultierende Kraft kann auch durch Integration ermittelt
werden (Abb. 1.22d). Auf ein Flichenelement dA = rdpl wirkt
die Kraft dF = pdA. Mit p = pgrsinp, dFy = pdAsine und
dFy = pdA-cos ¢ erhilt man

T

w/2
FV:QQT‘QZ/ sinzapd(p — FV:ZQQTZZ,
0

/2 1
FH:Qgr2l/ sinpcospdp — FHziggTQZ.
0

Da die Druckkréfte auf allen Flidchenelementen orthogonal zur
Staumauer wirken und demnach durch den Mittelpunkt M des
Kreises gehen, bilden sie ein zentrales Kréftesystem. Somit muss
auch die Wirkungslinie der Resultierenden durch den Punkt M
gehen.

Beispiel 1.9 Der Querschnitt des nach Abb. 1.23a unter dem Was-
serspiegel liegenden zylindrischen Wehrs AB (Breite b, Gewicht
G) hat die Form eines Viertelkreises (Radius ). Das Wehr ist bei
A gelenkig gelagert und liegt bei B auf.

Gesucht sind die Lagerreaktionen in A und B.

o

egc

gglc+r)
c Abb. 1.23

1
0
a

Losung Die auf das Wehr wirkenden Krifte sind im Freikorper-
bild dargestellt (Abb. 1.23b). Abbildung 1.23c zeigt die Druck-
verteilung in der projizierten Ebene. Nach (1.25a) erhiilt man die
Komponenten der resultierenden Kraft F' der Fliissigkeit auf das
Wehr zu

Fy=ogbl(c+r)r—2r?] = ogbr(c+r—%r),

Fy = pg+ A* = %[Qgc—l—gg(c—i—r)]br = %ggbr(Qc—kr).
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Die Wirkungslinie der aus Fgy und Fy resultierenden Kraft F
geht durch den Kreismittelpunkt M. Daher lauten die Gleich-
gewichtsbedingungen

~
M: —Agr+Ga—Br=0,

— _AH+FH:07
TZ Av—G—|—Fv+B:O

Mit a = 2r/7 (Band 1, Abschnitt 4.4) folgen daraus die Lagerre-
aktionen

1
Ag = 59gbr(20+7’),

Ay = (1— g)G—|—i(7r—2)ggbr2,

s

2 1
B=-G—-—-pgbr(2c+r).
s 2

Das Wehr ist nur fiir B > 0 geschlossen.

Beispiel 1.10 Ein zylindrisches Wehr (Linge I, Gewicht G) taucht
nach Abb. 1.24a in eine Fliissigkeit @ (Dichte o1) ein. Es verhin-
dert, dass sich eine Fliissigkeit @ (Schichtdicke ), deren Spiegel
um 7/2 oberhalb von A liegt, nach rechts ausbreitet.

Man bestimme die Dichte g5 der Fliissigkeit @ . Wie grof3 sind
die Lagerreaktionen in A7

Lésung In der Trennfliche zwischen den beiden Fliissigkeiten gilt
pL=p2 — 01gr/2=0297 — 02=01/2.

Damit sich die vorgegebene Schichtung einstellt, muss demnach
die Dichte der Fliissigkeit @ halb so grofl wie die Dichte der
Flissigkeit @ sein.

Abbildung 1.24b zeigt die Druckverteilungen in den projizierten
Ebenen. Aus dem Kriftegleichgewicht in horizontaler Richtung
folgt:

B1.10
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Abb.1.24

1 1 1
— 5929T21+ §(ngr+g1g7’)gl— §ngT2Z_AH =0

1
— AH:§glgr2l.

Die Vertikalkomponente der resultierenden Kraft auf das Wehr
setzt sich geméfi Abb. 1.24c aus zwei Anteilen zusammen. Mit
den Volumina

V2:<g—\{1§>7’2l, V1:17TT’2Z—1V2: (M‘f‘\/g)"zl

erhalt man

51 V3 Ve
F1_919<12+8> 1, F2_929<64> 1.

Damit liefert das Kréftegleichgewicht in vertikaler Richtung:

m
. B +F-G+Ay =0 — AV:G—§Q19T2l.
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1.3 Hydrodynamik

1.3.1 Kinematische Grundlagen

Die Hydrodynamik ist die Lehre von der Bewegung von Fliissig-
keiten unter der Wirkung von Kréften. Bevor wir uns allerdings
dem Einfluss von Kréften auf die Bewegung widmen, befassen wir
uns mit der Kinematik von Stromungen.

Hierzu fithren wir zunéchst einige Begriffe ein. Wir denken uns
ein beliebiges Volumen in der Fliissigkeit durch eine geschlossene
Flache abgegrenzt. Durch diese Fliache soll Fliissigkeit weder in
das Volumen einstromen noch aus ihm ausstromen. Die Fliissigkeit
innerhalb der Fliche heifit dann abgeschlossene Fliissigkeitsmenge
oder materielles Fliissigkeitsvolumen. Ein materielles Fliissigkeits-
volumen mit infinitesimaler Ausdehnung nennt man ein Flissig-
keitsteilchen. Geht seine Ausdehnung gegen Null, so spricht man
von einem materiellen Punkt.

dm

vix t)
b dm, 7y dm  °
o\s
Y . vix, )

/ ¥ / )
X x X
a -t t=4 b
Abb.1.25

Wir betrachten nun das Fliissigkeitsteilchen, das sich zur Zeit
t am Ort x befindet. Seine Geschwindigkeit bezeichnen wir mit
v(x,t). Da der Vektor x einen beliebigen Ort in der Fliissigkeit
kennzeichnet, gibt v(x,t) die Geschwindigkeiten der Fliissigkeits-
teilchen an jedem Ort an. Man nennt v(x,t) das Geschwindig-
keitsfeld; es beschreibt die Bewegung der gesamten Fliissigkeit.

Abbildung 1.25a zeigt den Geschwindigkeitsvektor v an der
Stelle & zum Zeitpunkt ¢ = ¢;. Zu dieser Zeit befindet sich dort
das Fliissigkeitsteilchen dm;. Zu einem spéteren Zeitpunkt ¢ =
to befindet sich an der gleichen Stelle ein anderes Fliissigkeits-
teilchen dms. Auflerdem hat sich im allgemeinen die Geschwin-
digkeit gedndert. Das Geschwindigkeitsfeld beschreibt also nicht

1.3
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den zeitlichen Verlauf der Bewegungen der einzelnen Fliissigkeits-
teilchen (der im allgemeinen ohnehin nicht interessiert), sondern
es gibt an, welche Geschwindigkeit an jedem Ort zu jeder belie-
bigen Zeit vorliegt. Diese Betrachtungsweise, die typisch fiir die
Beschreibung der Bewegung von Fliissigkeiten ist, geht auf Leon-
hard Euler (1707-1783) zuriick.

Durch das Geschwindigkeitsfeld kann man jedem Raumpunkt
x eine Richtung, ndmlich die Richtung v(x,t), zuordnen. Man
erhiilt somit zu jedem Zeitpunkt ein Richtungsfeld (Abb. 1.25b);
dieses kann sich im allgemeinen mit der Zeit &ndern. Kurven, de-
ren Tangentenrichtung in jedem Punkt mit der Richtung von v
itbereinstimmt, nennt man Stromlinien. Auch sie sind im allgemei-
nen zeitabhéingig. Sie veranschaulichen in einfacher Weise das Ge-
samtbild der Stromung. Stromlinien kénnen sich nicht schneiden
und auch keinen Knick besitzen, da andernfalls an einer solchen
Stelle zwei verschiedene Geschwindigkeiten existieren miilten. Au-
Berdem kann kein Fliissigkeitstransport quer zu einer Stromlinie
stattfinden.

Bei manchen Stromungen héngt die Geschwindigkeit v nicht
von der Zeit ¢, sondern nur vom Ort @ ab. Dann sind das durch
v(x) definierte Richtungsfeld und die Stromlinien zeitunabhiingig.
In diesem Fall nennt man die Stromung stationdr. Andernfalls
heif3t sie instationdr.

Wenn zum Beispiel eine Fliissigkeit einen in ihr ruhenden festen
Korper mit zeitlich konstanter Geschwindigkeit umstromt (d.h.,
die Geschwindigkeit an einem beliebigen, festen Ort des Stro-
mungsfeldes sich nicht dndert), dann liegt eine stationiire Stro-
mung vor. Bewegt man dagegen den Korper mit konstanter Ge-
schwindigkeit durch eine im ungestorten Zustand ruhende Fliissig-
keit, so &ndert sich die Geschwindigkeit in allen Raumpunkten mit
der Zeit, und die Strémung ist instationér.

Von den Stromlinien miissen die Bahnlinien unterschieden wer-
den. Dies sind die Kurven, die von den einzelnen Fliissigkeits-
teilchen bei der Bewegung der Fliissigkeit durchlaufen werden. Bei
stationdren Stromungen fallen die Stromlinien und die Bahnlinien
zusaminen.
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Dem Geschwindigkeitsfeld v kann man ein anderes Vektorfeld
geméf

w = grotw (1.26)

zuordnen. Der Vektor w heifit Wirbelvektor. Wenn w # 0 ist, dann
nennt man die Stromung wirbelbehaftet. Ist dagegen in einem Be-
reich der Fliissigkeit w = 0, so heifit dort die Stromung wirbelfrei.

In den technischen Anwendungen treten neben der allgemeinen
dreidimensionalen Stromung héufig einfachere Stromungsformen
auf. Wenn sich zum Beispiel alle Fliissigkeitsteilchen in parallelen,
festen Ebenen bewegen, so ist die Geschwindigkeitskomponente
senkrecht zu diesen Ebenen Null. Man spricht dann von einer
ebenen Strémung. Bei der Bewegung von Fliissigkeiten in Rohren
oder Gerinnen hat die Geschwindigkeit der Teilchen im wesent-
lichen die Richtung der Rohr- oder Gerinneachse. Vernachlissigt
man die senkrecht zur Achse auftretenden Geschwindigkeitskom-
ponenten, so gelangt man zu einer eindimensionalen Darstellung.
Eine auf dieser vereinfachenden, eindimensionalen Betrachtungs-
weise aufbauende Theorie nennt man Hydraulik.

Wir befassen uns im folgenden mit einer eindimensionalen Stro-
mung, wie sie zum Beispiel in einem gekriimmten Rohr auftritt.
Als Koordinate wihlen wir die entlang der Achse gezdhlte Bo-
genldnge s. Dann hat das Geschwindigkeitsfeld nur die Kompo-
nente v = v(s, t). Wir betrachten nun ein Fliissigkeitsteilchen, des-
sen Lage in Abhéngigkeit von der Zeit durch s(t) beschrieben wird.
Seine Geschwindigkeit wird durch die Zeitableitung v = ds/dt de-
finiert. Die Anderung der Geschwindigkeit ist durch das totale
Differential

_Ov v

gegeben. Die Beschleunigung a(s,t) des Fliissigkeitsteilchens ist
die zeitliche Anderung seiner Geschwindigkeit: a = dv/dt. Damit

erhalt man
ov ov
= — —. 1.2
“T s + ot (1.28)
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Man nennt a = dv/dt die materielle (substantielle) Beschleuni-
gung. Sie setzt sich additiv aus der konvektiven Beschleunigung
(Ov/0s)v und der lokalen Beschleunigung dv/dt zusammen. Die
lokale Beschleunigung gibt die zeitliche Anderung der Geschwin-
digkeit v an einem beliebigen (festen) Ort im Stromungsfeld an.
Dagegen stellt die konvektive Beschleunigung die Anderung von
v dar, die dadurch entsteht, dass sich das Teilchen zu einer Stelle
mit anderer Geschwindigkeit weiterbewegt.

Bei einer stationdren Stromung héngt das Geschwindigkeits-
feld nicht von der Zeit ab: v = v(s). Dann ist wegen Jv/dt = 0
die lokale Beschleunigung Null, und die materielle Beschleunigung
vereinfacht sich zu

dv

="y, 1.2
%7 (1.29)

a

1.3.2 Stromfadentheorie

1.3.2.1 Aligemeines

Zur Beschreibung der Bewegung einer Fliissigkeit miissen neben
kinematischen Groflen auch Kraftgroflen — zum Beispiel der Druck
— berticksichtigt werden. Auflerdem benotigt man Bewegungsglei-
chungen sowie ein Stoffgesetz zur Beschreibung des Materialver-
haltens der Fliissigkeit. Wir beschrinken uns im folgenden auf
ideale Fliissigkeiten.

Viele Stromungsvorgénge lassen sich exakt oder ndherungsweise
als eindimensionale Stromung beschreiben. Um zu einer solchen
Darstellung zu gelangen, denken wir uns zunéchst im Innern der
Fliissigkeit eine geschlossene Kurve C' gekennzeichnet (Abb. 1.26).
Die Stromlinien durch alle Punkte dieser Kurve bilden eine Strom-
rohre; die darin enthaltene Fliissigkeit heifit Stromfaden. Wir neh-

—_—

" Leitstrominie

Abb.1.26
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men an, dass die Geschwindigkeit und der Druck als konstant iiber
den Querschnitt der Stromrohre angesehen werden kénnen, d.h.,
die Stromung in einer Stromrohre wird durch ihr Verhalten auf
einer beliebigen Stromlinie, der Leitstromlinie charakterisiert. Bei
einer stationédren Strémung ist die Stromrohre zeitlich unverénder-
lich, und die Fliissigkeit in ihr bewegt sich wie in einem Rohr
mit fester Wand, wihrend sich bei einer instationiren Stromung
die Stromrohre mit der Zeit dndert. Das gesamte Stromungsge-
biet kann man sich aus vielen Stromfaden aufgebaut denken. Bei
zahlreichen praktischen Anwendungen, zum Beispiel einer Rohr-
stromung, lédsst sich das gesamte Stromungsgebiet als ein einziger
Stromfaden auffassen.

Wir beschrénken uns von nun an auf stationire Strémungen.
Dann hingen die Geschwindigkeit und der Druck nur von der
Bogenlédnge s entlang der Leitstromlinie ab:

v=u(s), p=p(s). (1.30)

Fiir die Beschleunigung gilt dann nach (1.29) a = %U. Eine auf
diesen Vereinfachungen aufgebaute Theorie nennt man Stromfa-
dentheorie.

1.3.2.2 Kontinuitatsgleichung

Wir betrachten eine Stromrohre mit variabler Querschnittsfliche
A(s) geméaB Abb. 1.27. Die Querschnittsflichen an zwei beliebi-
gen Stellen @ bzw. @ werden mit A; bzw. As bezeichnet. An die-
sen Stellen haben die Fliissigkeitsteilchen die Geschwindigkeiten
v1 bzw. vy. Durch die Querschnitte bei @ und @ wird ein Ge-
biet des Stromfadens abgegrenzt. In der Zeit dt flieft durch den

Abb.1.27
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Querschnitt A; eine Fliissigkeitsmenge mit der Masse o A; vy dt
in dieses Gebiet ein. Durch den Querschnitt A, flieit in der glei-
chen Zeit die Masse ¢ A vy dt aus. Da die Dichte konstant ist,
kann sich dabei die Masse der Fliissigkeit im Gebiet nicht &ndern
(Massenerhaltung). Somit muss die an der Stelle @ austretende
Masse genau so grof} sein wie die bei @ eintretende Masse (durch
die Stromrohre selbst kann keine Fliissigkeit ein- oder austreten):
0 A1 vy dt = 0 Ay vy dt. Damit erhélt man

Ajvy = Agvg bzw. Av = const . (1.31)
Das Produkt
Q=Av (1.32)

heifit Volumenstrom und stellt das pro Zeiteinheit durch einen
festen Querschnitt stromende Volumen dar. Nach (1.31) ist der
Volumenstrom an jeder Stelle s der Stromrohre gleich grofl. Die
Beziehung (1.31) nennt man Kontinuititsgleichung.

1.3.2.3 Bernoullische Gleichung

In der Stromrohre nach Abb. 1.28a bewege sich eine Fliissigkeit.
Zur Herleitung der Bewegungsgleichung schneiden wir aus dem
Stromfaden lings der Leitstromlinie ein Element der Lénge ds
und der Querschnittsfliche dA heraus (Abb. 1.28b). An seiner
linken Stirnfliche — an der Stelle s — herrscht der Druck p, an der
Stelle s + ds der Druck p + dp. Auf die Stirnflichen wirken somit
die Druckkrifte pdA bzw. (p + dp)dA. Das Gewicht des Mas-
senelements ist durch dm g gegeben. Die auf den Zylindermantel

a5 /
(p+dp)dA

5 Pl o dmg

X
a b Abb. 1.28
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wirkenden Fléchenkrifte stehen senkrecht zur Zylinderachse (rei-
bungsfreie Fliissigkeit!). Sie werden im folgenden nicht benétigt
und sind daher in Abb. 1.28b nicht eingezeichnet.

Die Bewegungsgleichung in Richtung von s lautet

dma=pdA— (p+dp)dA —dmgsine. (1.33)
Mit sing = dz/ds und dm = pdAds erhilt man hieraus

dp  dz
ds dis_

Die Beschleunigung a = (dv/ds) v des Massenelements lésst sich
auch als a = d(v?/2)/ds schreiben. Damit wird aus (1.34)

d [v? dp dz

oa+ 0. (1.34)

Da diese Gleichung nur Ableitungen nach der Bogenléinge s enthélt,
kann man sie ldngs der Stromlinie integrieren und erhélt die Ber-
noullische Gleichung (Daniel Bernoulli, 1700-1782)

2

g% +p+o0gz=const . (1.36)

Alle Terme in (1.36) haben die Dimension eines Drucks. Man be-
zeichnet p als statischen Druck, ov?/2 als Staudruck (dynamischer
Druck) und p g z als geoditischen Druck. Nach (1.36) ist die Sum-
me aus dem statischen Druck, dem Staudruck und dem geoditi-
schen Druck ldngs einer Stromlinie konstant. Die Summe aus dem
statischen Druck und dem Staudruck nennt man Gesamtdruck.

Die einzelnen Terme in der Bernoullischen Gleichung kénnen
auch in anderer Weise gedeutet werden. Die Ausdriicke ov?/2
bzw. p g z stellen die auf das Volumen bezogene kinetische bzw.
potentielle Energie eines Fliissigkeitsteilchens dar. Daher lasst sich
auch p als eine auf das Volumen bezogene Energie deuten. Man
nennt p dann Druckenergie (vgl. auch Abschn. 1.2.1). Bei dieser
Betrachtungsweise bezeichnet man (1.36) als Energiegleichung der
stationdren Stromung. Sie sagt aus, dass fiir eine ideale Fliissigkeit
die ,Stromungsenergie“ ldngs einer Stromlinie konstant ist.
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Dividiert man (1.36) durch g g, so erhélt man
2

4L = H=const. (1.37)

29 g
Alle Terme haben nun die Dimension einer Hohe. Man nennt v?/2g
die Geschwindigkeitshihe, p/og die Druckhiéhe, z die Ortshihe
und H die hydraulische Hohe.

In einem Anwendungsbeispiel untersuchen wir den Ausfluss aus
einem Gefdfl mit einer im Vergleich zur Spiegelfliche Ag Kklei-
nen Offnung A (Abb. 1.29a). Damit die Strémung stationr ist,
wird der Fliissigkeitsspiegel durch einen Zufluss auf der konstan-
ten Hohe h iiber der Offnung gehalten. Wir fassen das Gefi mit
dem Ausfluss als Stromrohre auf und wéhlen eine Leitstromlinie
vom Spiegel bis zum Ausfluss. Z&hlen wir z von der Ausflussoff-
nung, so liefert die Bernoullische Gleichung fiir die Punkte ® und
®

%Qv§+po+99hzégv2+po+0. (1.38)

Wenn der Spiegel auf konstanter Hohe gehalten wird, gilt v = 0.
Damit folgt

v=1+/2gh. (1.39)

Diese Gleichung nennt man Torricellische Ausflussformel. Die Aus-
flussgeschwindigkeit v hingt demnach nur von der Hohe h des
Spiegels iiber der Offnung ab. Sie ist gleich der Geschwindigkeit
eines Massenpunktes, der ohne Anfangsgeschwindigkeit auf ei-
ner beliebigen, reibungsfreien Bahn die gleiche Hohe i durchléuft
(Energiesatz).

a b Abb. 1.29
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Experimente zeigen, dass die Ausflussgeschwindigkeit in Wirk-
lichkeit etwas kleiner ist als die mit der Torricellischen Formel
berechnete Geschwindigkeit. Dies ist auf die in der Fliissigkeit
wirkende Reibung zuriickzufithren. Aufferdem stellt man eine Ein-
schniirung des austretenden Fliissigkeitsstrahls fest, wenn die Off-
nung nicht hinreichend abgerundet ist. Beide Effekte konnen mit
Hilfe von Korrekturtermen beriicksichtigt werden.

Wenn das Gefiafl keinen Zufluss hat, sinkt der Fliissigkeitsspie-
gel im Lauf der Zeit. Die Stromung ist dann instationér. Fir
AJ/As < 1 ist die Geschwindigkeit vs, mit der sich der Spie-
gel absenkt, sehr klein im Vergleich zur Ausflussgeschwindigkeit
v. In diesem Fall kann man die Stromung in guter Nidherung
immer noch als stationdr betrachten und die Geschwindigkeit v
nach (1.39) mit der augenblicklichen Héhe h(t) berechnen: v =
V2 gh(t). Damit ldsst sich die Zeit At ermitteln, in welcher der
Spiegel von einer Anfangshoche hg auf eine Endhche hy absinkt
(Abb. 1.29b). Dabei wird im Beispiel der Einfachheit halber an-
genommen, dass die Spiegelfliche Ag konstant ist. Die Geschwin-
digkeit v, ist definiert als die zeitliche Anderung der Hohe h:

_dn
dt

Das negative Vorzeichen zeigt an, dass h und v, entgegengesetzt

— dh = —wvdt.

Vg =

gerichtet sind. Der Betrag von v, folgt aus der Kontinuitétsglei-

chung:
A

Asvs = Av — Vg = — 0.
As

Unter Beriicksichtigung von (1.39) erhélt man somit

dh=— A par—— A Jagha
As As

Trennen der Verinderlichen und Integration liefern die gesuchte
Zeit:

A At h1 dh
Vg [ ar=— &2
e 0 ho Vh

- Atz\/?i‘f(\/f?—\/h?). (1.40)
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Wir betrachten nun die Strémung in einem Rohr, das iiber Zu-
leitungen mit einem Manometer verbunden ist (Abb. 1.30a). Das
Manometer misst die Differenz der Driicke p; bzw. p, auf der lin-
ken bzw. der rechten Seite. Da sich die Fliissigkeit in den Zulei-
tungen nicht bewegt, gilt nach der hydrostatischen Druckgleichung
(1.5)

p=p1+09gz1, pr=p2+0gz2.

Mit der Bernoullischen Gleichung fiir eine Stromlinie von @ nach
@ folgt daraus

1 2 1 2
-ovy +p1+o0gz1 = s0vs+p2t 0920

2 2
1 1
— P —pr= 59@3 — ggvf- (1.41)

Das Manometer misst demnach die Differenz der Staudriicke o v /2
und pv3/2 in der Stromung (nicht die Differenz der statischen
Driicke p; und ps).

© @
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Abb.1.30

Ein Rohr, dessen Querschnittsflache sich in einem Bereich @ bis
® vom Wert A; auf den Wert As verjiingt und sich anschlieflend
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wieder auf den urspriinglichen Wert erweitert, nennt man Ventu-
rirohr (Abb. 1.30b). Da der Volumenstrom ) im Rohr konstant
ist, gilt nach der Kontinuitatsgleichung

U1 = Q/Al , U2 = Q/AQ-

Einsetzen in (1.41) liefert

2 A2 A2 (p, — p»

Bei gegebenen Querschnittsabmessungen kann man somit aus der
im Manometer gemessenen Druckdifferenz den Volumenstrom im
Rohr ermitteln.

Die Geschwindigkeit v einer Stromung kann mit einem Prandtl-
Rohr (Abb. 1.30c) bestimmt werden. Beachtet man, dass die Ge-
schwindigkeit im Punkt A Null ist, so erhdlt man aus (1.41)

1 2
by —DPr = 591/2 - U= E(pl *pr)-
Den Punkt A nennt man Staupunkt. Aus der Bernoullischen Glei-
chung fiir die Stromlinie, die in A miindet (Staustromlinie), folgt

mit v, = 0 der Druck im Punkt A zu
pa=p+z00°.

Gegeniiber dem ungestorten statischen Druck p wirkt demnach im
Staupunkt ein erhthter Druck. Der Druckanstieg ist gleich dem
Staudruck gv?/2.

Die Messung des statischen Drucks p kann mit Hilfe eines U-
Rohres (Abb. 1.30d) erfolgen, in dem sich eine Messfliissigkeit mit
der Dichte o0,, befindet. Der freie Schenkel des Rohres ist oben
offen. Nach (1.5) gilt dann

p+ogH=po+ o0y 9h — p=po+oygh—o0gH. (1.43)

Wenn die Dichte p;, der Messfliissigkeit sehr viel groBer als die
Dichte ¢ der strémenden Fliissigkeit ist, dann kann man — bei
nicht zu grofem H — den Term ¢ g H in (1.43) vernachlissigen:
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p=po+oygh.

Bei vielen technisch wichtigen Stromungsvorgingen gehen
Druckunterschiede in verschiedenen Punkten einer Stromlinie im
wesentlichen auf Geschwindigkeitsunterschiede und nicht auf Ho-
henunterschiede zuriick. Vernachlissigen wir die Anderung des
geodatischen Drucks in der Bernoullischen Gleichung, dann ver-
einfacht sie sich zu

10v? +p = const,

d.h., der Gesamtdruck ist ldngs einer Stromlinie konstant. In ei-
nem Staupunkt A ist wegen v, = 0 der statische Druck p, gleich
dem Gesamtdruck p, auf der Staustromlinie:

Pa=Dg = 300° +p.

Daher kann man den Gesamtdruck mit einem Staurohr ( Pitotrohr)
nach Abb. 1.30e bestimmen. Bei Vernachléssigung des hydrostati-
schen Druckanstiegs im vertikalen Rohr kann man am Manometer
die Differenz des Gesamtdrucks und des Luftdrucks pgy ablesen.

Beispiel 1.11 Aus einem Speicher, dessen Spiegel durch einen Zu-
fluss auf der konstanten Hohe H gehalten wird, flieit Wasser durch
ein Rohr mit der Querschnittsfliche As. An der Stelle ® wird
der Querschnitt des Rohres mit einem Venturi-Einsatz auf A; re-
duziert (Abb. 1.31). Von dieser Stelle fiihrt ein vertikales Rohr
in einen Behilter @ , der ebenfalls Wasser enthélt. Sowohl das
Venturi-Rohr als auch der Ausfluss @ liegen auf der Hohe h.
Welcher Pegel hp stellt sich im Behélter ein?

Lésung Die Austrittsgeschwindigkeit vo des Wassers an der Stelle
@ ergibt sich nach (1.39) zu

’UQ:\/Qg(H—h).

Die Geschwindigkeit v; im eingeschniirten Querschnitt @ folgt aus
der Kontinuitétsgleichung;:

Aivy =Asv9 — v = 2g(H—h).

22
Ay
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*i
o

Abb.1.31

Mit Hilfe der Bernoullischen Gleichung fiir die Punkte @ und
@ einer Stromlinie kénnen wir nun den Druck p; im eingeschniirten
Querschnitt bestimmen:

po+ogH = z0vi +p1+ogh

— pi=po—o0g(H—h) [(Ag/Al)2 - 1} . (a)

Wegen Ay > A; und H > h ist der Druck p; kleiner als der
Atmosphérendruck pg. Falls das Rohr an der Stelle @ ein Loch
hétte, wiirde dort kein Wasser austreten, sondern Luft in das Rohr
gesaugt werden. Auf dieser Saugwirkung beruht das Prinzip der
Wasserstrahlpumpe.

Der Druck py am Boden des Behiélters ® kann nach der hydro-
statischen Druckgleichung (1.5) einerseits durch

pg =po+oghs (b)
und andererseits durch

pg=p1+ogh (c)

ausgedriickt werden. Durch Vergleich von (b) und (c) erhalten wir
die gesuchte Spiegelhthe

1
hg = —(p1—po) +h.
09

Einsetzen von (a) liefert schlielich

hg = H — (A3 /A1) (H —h).
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Im Sonderfall Ay/Ay = /H/(H — h) wird hg = 0. Dann ist
nach (a) p1 =po—o0gh.

Beispiel 1.12 Aus einem Behilter (Abb. 1.32a) stromt Wasser ro-
tationssymmetrisch und stationédr durch einen Spalt der Hohe h
(h < H).

Man bestimme die Geschwindigkeitsverteilung v(r) und die
Druckverteilung p(r) im Bereich r; < r < r,. Welche resultie-
rende Druckkraft F' iibt das Wasser in diesem Bereich auf die
kreisringférmige Platte P aus?

Abb.1.32

Lésung Wir bestimmen zuerst die Ausflussgeschwindigkeit va mit
Hilfe der Bernoullischen Gleichung fiir die Punkte ® und @ einer
Stromlinie (Abb. 1.32b):

ggHz%gv% — vy =29 H .
Die Geschwindigkeitsverteilung im Spalt folgt aus der Kontinui-

tétsgleichung. Mit der Querschnittsfliche A(r) = 27 r h ergibt sich
(Abb. 1.32¢)

2rrho(r) =2nr,hvy — v(r):\/QQHT—a.
r

Die Druckverteilung erhilt man aus der Bernoullischen Glei-
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chung fiir die Punkte © und ® einer Stromlinie (Abb. 1.32d):

1 2
§Qv2(r)+p(r)=po+99H — p(r) =po—ogH (—1>

Wegen r < r, gilt p(r) < pg. Da der Druck nicht negativ sein kann
(genauer: nicht kleiner als der Dampfdruck), sind die Ergebnisse
nur fiir

2 Po
i) >0 2 <1
plri) I

physikalisch sinnvoll.

Auf die Platte P wirkt von oben der Druck p(r) und von unten
der Atmosphérendruck pg. Somit ergibt sich wegen p(r) < pg eine
nach oben gerichtete resultierende Kraft (die Strémung versucht,
die Platte anzusaugen!). Mit dA = 27rdr erhilt man

/[po— dA—27rggH/<—r>dr

” 1
=2mogH |:T(2l ln% - 5(7“3 — rf)} .

?

1.3.2.4 Impulssatz

Wenn man aus der Kontinuitédtsgleichung und der Bernoullischen
Gleichung die Druckverteilung in einer stromenden Fliissigkeit be-
stimmen kann, dann lassen sich daraus die Krafte berechnen, die
von der Fliissigkeit auf die Berandungen ausgeiibt werden. In vie-
len Féllen ist die Ermittlung der Druckverteilung auf diesem Weg
jedoch nicht moglich. Dann verwendet man zur Berechnung der
Kriifte den Impulssatz (Band 3, Gl. (2.12))

dp
F = 1.44
a (1.44)

(man verwechsle den Impuls p nicht mit dem Druck p!). Danach
ist die zeitliche Anderung des Impulses gleich der Summe aller
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dueren Krifte, die auf einen materiellen Koérper wirken. Dies gilt
unabhéngig davon, ob der Korper fest oder fliissig ist. Es wird
sich zeigen, dass man mit Hilfe des Impulssatzes Aussagen iiber
die Zustdnde am Rand eines Bereichs einer stromenden Fliissigkeit
treffen kann, ohne Kenntnisse iiber die Verhéltnisse (zum Beispiel
die Geschwindigkeits- und die Druckverteilung) im Innern zu be-
sitzen.

Abb.1.33

Wir beschranken uns im folgenden auf stationédre Stromungen
und betrachten eine abgeschlossene Fliissigkeitsmenge, die sich
zum Zeitpunkt ¢ im raumfesten Bereich abed einer Stromrohre be-
findet (Abb. 1.33). Ein Fliissigkeitsteilchen mit der Masse dm =
odV und der Geschwindigkeit v besitzt den Impuls dp = vdm =
ovdV. Wir denken uns die Fliissigkeit aus unendlich vielen Fliissig-
keitsteilchen aufgebaut und erhalten so den Gesamtimpuls der ab-
geschlossenen Fliissigkeitsmenge durch Summation (= Integration)
iiber alle Teilchen:

p(t) = /b ] ovdV . (1.45)

Die abgeschlossene Fliissigkeitsmenge bewegt sich in der Strom-
rohre und befindet sich zum Zeitpunkt ¢ 4+ dt¢ im Bereich efgh.
Dann hat sie den Impuls

p(t+dt) = / ovdV . (1.46)
efgh

Zerlegt man die Volumenintegrale in (1.45) und (1.46) in je zwei
Teilintegrale (Abb. 1.33), dann erhélt man fiir die Impulséinderung
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dp = p(t +dt) — p(t)

=| [ovdV+ [ ovdV
efed dcgh

J ovdV + [ ovdV|. (1.47)
abfe efed

In den infinitesimalen Bereichen abfe bzw. degh diirfen die Ge-
schwindigkeiten v bzw. vs als konstant betrachtet werden. Somit
gilt

f gvdV = g’UlAl’Uldt, f Q’UdV = Q'U2A2’U2dt. (148)

abfe dcgh

Da die Stromung stationér ist, sind wegen v(t + dt) = v(t) die
Integrale iiber den Bereich efed in (1.47) gleich. Die Anderung
des Impulses im Zeitintervall d¢ ist daher durch

dp = (0 A2v2v2 — 0 Ayviv1)dt (1.49)

gegeben. Das Produkt p Av ist nach der Kontinuitdtsgleichung
(1.31) konstant. Es stellt den Massenstrom, d.h. die pro Zeiteinheit
durch einen festen Querschnitt stromende Masse dar. Mit der Be-
zeichnung

m=pAv=0Q (1.50)

(man beachte, dass der Punkt hier keine Zeitableitung kennzeich-
net) erhalten wir dann aus (1.49)

%’ =0Q(v2 —v1) = 1m(vy —vy).

Einsetzen in (1.44) liefert den Impulssatz
F:m(’UQ —’01). (1.51)

Er lautet in Komponenten

Fw = (U2w_vlm)7
Fy = r'n(vgy — vly) y (152)
Fz = m(’UQZ — ’Ulz).
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Die resultierende Kraft F' auf die abgeschlossene Fliissigkeitsmen-
ge bewirkt deren Impulsinderung. Sie setzt sich aus den Volu-
menkréften und den an der Oberfliche angreifenden Druckkréften
zusaminen.

Bei der praktischen Anwendung des Impulssatzes wihlt man
ein raumfestes Kontrollvolumen (zum Beispiel das Volumen abed
in Abb. 1.33). Die Terme auf der rechten Seite von (1.51) lassen
sich als der pro Zeiteinheit aus dem Kontrollvolumen ausflieffende
Impuls vy bzw. der in das Kontrollvolumen einfliefSende Impuls
vy deuten. Demnach ist die resultierende Kraft F' auf die im
Kontrollvolumen enthaltene Fliissigkeit gleich der Differenz aus
den ausflieSenden bzw. einflieenden Impulsen.

Wir wenden den Impulssatz auf die stationére Stromung einer
Fliissigkeit in einem Rohrkriimmer an, der sich in einer horizonta-
len Ebene befindet (Abb. 1.34a). Die Querschnittsfliche des Roh-
res verdndert sich vom Wert A; an der Stelle @ auf den Wert A,
an der Stelle @ . Die Einstromgeschwindigkeit v; und der statische
Druck p; sind gegeben. Wir wollen die Kraft bestimmen, die von
der Fliissigkeit im Bereich @ bis @ auf den Kriimmer ausgeiibt

wird.
DA
A~
ﬁv“\v?' \\\

N \\\

LN T
e B,

Ty v

Abb.1.34

Um diese Kraft zu bestimmen, wihlen wir ein Kontrollvolumen
gemaf Abb. 1.34b. Die Ausflussgeschwindigkeit vo ergibt sich aus
der Kontinuitatsgleichung:

’UlAl = U2A2 — Vg = —/— V1.

Der zugehorige statische Druck po folgt aus der Bernoullischen
Gleichung:
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102 +pi=230v3+ps — pa=pi+io(vi—d).

Die resultierende Kraft auf die Fliissigkeit setzt sich aus den Druck-
kraften py Ay und psAs in den Endquerschnitten sowie der vom
Kriimmer auf die Mantelfliche ausgeiibten Kraft K zusammen
(Abb. 1.34b). Damit lautet der Impulssatz (1.51)

— prAicos 3 —paAs + K, = 1 (v2 — vy cos 3),
T: —pidising + K, =rmuv;sing.

Die gesuchte Kraft auf den Kriimmer hat wegen actio=reactio
den gleichen Betrag wie K, ist aber entgegengesetzt gerichtet.
Wenn wir die Vorzeichen von K, und K, umdrehen, dann er-
halten wir die Komponenten der Kraft auf den Kriimmer. Mit
m = o Ai1vy ergibt sich

K, = p1Ajcos B —p2As — 0 Ajvi(ve — vy cos ),
K, = —piA;sin — o Ajvisin 3.

Im Sonderfall eines Halbkreiskriimmers mit konstanter Quer-
schnittsfliche A sind die Geschwindigkeit v und der Druck p kon-
stant. Dann erhélt man mit 8 = 7

K, = —2A(p+ 0v?), K,=0.

Mit Hilfe des Impulssatzes kann man in einfacher Weise die
Kraft ermitteln, die von einer nach Abb. 1.35a aus einem Behélter
ausstromenden Fliissigkeit (vgl. Abb. 1.29a) auf dessen Winde
ausgeiibt wird. Mit dem Kontrollvolumen nach Abb. 1.35b folgt
die Kraft F' auf die Fliissigkeit aus dem Impulssatz in horizontaler

Abb.1.35
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Richtung:
—: F =A%,

Die Kraft auf den Behélter ist entgegengesetzt gerichtet und ergibt
sich mit v2 = 2gh zu F = 20 ghA. Wenn der Behilter auf einer
glatten Unterlage steht, bewegt er sich unter der Wirkung dieser
Kraft nach links.

Beispiel 1.13 Ein Wasserstrahl tritt mit der Geschwindigkeit v
aus einer Diise (Querschnittsfliche A) und trifft auf eine Turbi-
nenschaufel (Abb. 1.36a). Dort wird er symmetrisch geteilt und
umgelenkt (ebenes Problem).

Man bestimme die vom Strahl auf die ruhende Schaufel aus-
geiibte Kraft. Wie grof3 ist die Kraft, wenn sich die Schaufel mit
der Geschwindigkeit vg nach rechts bewegt? Bei welcher Geschwin-
digkeit v wird die Leistung der Kraft maximal?

b Abb.1.36

Lésung Der Atmosphéirendruck pg wirkt von allen Seiten und
braucht daher nicht beriicksichtigt zu werden. Aus der Bernoulli-
schen Gleichung fiir die Stromlinie von ® nach @ (Abb. 1.36b)
erhalten wir mit p; = pg fiir die Geschwindigkeit im umgelenkten
Strahl v; = v. Damit liefert die Kontinuitétsgleichung 4, = A/2,
und die Massenstrome in den Strahlen sind durch

m=pAv, 1y =pAjvy=0Av/2

gegeben.
Die von der Schaufel auf das Wasser ausgeiibte Kraft F' folgt
mit dem Kontrollvolumen nach Abb. 1.36b aus dem Impulssatz:
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—: —F=—2muvcosf—nw — F=(14cosfB)oAv?.

Die Kraft auf die Schaufel ist entgegengesetzt gleich grofi.

Wenn sich die Schaufel mit der Geschwindigkeit vg nach rechts
bewegt, dann betrigt die Auftreffgeschwindigkeit des Strahls
v — vg, und die Kraft ergibt sich zu

F=(1+cosB)oA(v—up)?.

Die Leistung dieser Kraft (vgl. Band 3, Gl. (1.72)) ist durch
P = Fuy = (14 cos B)o A(v — vg)*vg

gegeben. Sie wird maximal fiir

ap
dUQ -

*
Yo

wl e

Beispiel 1.14 Ein horizontaler Wasserstrahl (Querschnittsfliiche A)
trifft mit der Geschwindigkeit v auf eine Schneide S und teilt
sich dort (Abb. 1.37a). Ein Teil des Strahls bewegt sich mit der
Geschwindigkeit vy entlang der Schneide, der andere Teil wird um
den Winkel a0 abgelenkt und besitzt die Geschwindigkeit v;.

Wie grof} ist das Verhéltnis u = A; /A? Welche Kraft wirkt auf
die Schneide?

Abb.1.37 2

Lésung Aus der Bernoullischen Gleichung fiir die Stromlinien von
® nach @ bzw. von @ nach @ (Abb. 1.37b) erhalten wir zunéchst
mit p; = pg und py = pg fiir die Geschwindigkeiten

V1 =V =7.

B1.14
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Damit liefert die Kontinuitétsgleichung
Ajvg +Asvg=Av — A1 +Ay=A.
Fiir die Massenstrome in den Strahlen erhélt man
m = pAv,
my = o Ajvr = pm,
mQ = QAQUQ = (1 — u)m
Wir betrachten nun das Kontrollvolumen nach Abb. 1.37b. Unter
Beachtung, dass von der Schneide keine Kraft in z-Richtung auf
die Fliissigkeit ausgeiibt wird (reibungsfreie Fliissigkeit), lautet
der Impulssatz
—: 0= —r1vsina + rhove = — [pusina — (1 — p)]rmw,
1: F=—1mjvicosa+rmv=(1—pcosa)mv.

Die erste Gleichung liefert das Teilungsverhéltnis p:

1
psina — (1 — p) =T ana

Damit folgt aus der zweiten Gleichung die Kraft

1 i —
F=(1—-pcosa)oAv? = Lfsma - cosa SIa T on 0 Av? .
= 1+sina

Beispiel 1.15 Ein mit Fliissigkeit gefiilltes, horizontales Rohr (Quer-
schnittsfliche A;) miindet in einer Diise (Querschnittsfliche A,).
Es wird durch Hineinschieben eines Kolbens geleert (Abb. 1.38a).

Welche Kolbenkraft F ist erforderlich, um den Kolben mit
konstanter Geschwindigkeit v zu bewegen, und welche Lagerre-
aktionen treten dabei in B und C' auf?

F

[N C
¥ f4§ 123 S
FSTY s LT VU
a fr [l A P141|___’€L//*J h
i \ A

B!'<§ ! @ @ f,
a b

c
Abb.1.38
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Lésung Der Atmosphirendruck pg wirkt von allen Seiten und
braucht daher nicht berticksichtigt zu werden. Die Kolbenkraft ist
durch Fjy = p1A; bestimmt (Abb. 1.38b). Aus der Kontinuitéts-
gleichung und der Bernoullischen Gleichung fiir eine Stromlinie
von @ nach @ folgen

A
Avi:AQUQ — 1)2:71’0](,

Ay

1 1 1 A2

sevcem=ger  —~  n=jeik|(5) _11

Damit wird
1 Ar\?
Fpu=pA =-pAv% || =—) —1].
K — P14 29 10k (A2> ]

Der Impulssatz fiir das Kontrollvolumen nach Abb. 1.38b lie-
fert mit 1 = p Ajvy die vom Rohr auf die Fliissigkeit ausgeiibte
Kraft F'g:
. 1 2 Al ?
—: prA; —Fr=m(vy—vg) — Fr=—-pAwi|——-1]| .
2 As

Die entgegengesetzt gleich grofie Kraft iibt die Fliissigkeit auf das
Rohr aus (Abb. 1.38¢). Damit folgt aus Symmetriegriinden

2
B:C:§FR:79A11J§< (1—1> .

1.3.3 Stromung mit Energieverlusten

1.3.3.1 Aligemeines

In einer zéhen Fliissigkeit wirken zwischen den sich bewegenden
Fliissigkeitsteilchen Tangentialkréfte, die Reibungswiderstinde
darstellen. Thre Grofe hiingt von der Anderung der Geschwindig-
keit der stromenden Fliissigkeit normal zur Bewegungsrichtung
ab. Um dies zu zeigen, betrachten wir den Scherversuch nach
Abb. 1.39 fiir eine Newtonsche Fliissigkeit. Eine zihe Fliissigkeit
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J bew. Berandun
- Ber
T == — ew, ung
h T T Tvlzidt T
Z
}, - Tff gy —-—-— feste Berandung

haftet an den Berandungen. Sie besitzt also an der bewegten Be-

Abb.1.39

randung die Geschwindigkeit vy und ist an der festen Berandung
in Ruhe. Dazwischen hat die Geschwindigkeit v bei einer einfa-
chen Scherstromung tiberall die gleiche Richtung wie vy und ist
iiber den Abstand h linear verteilt:

v(z) = z Vg -

h

Im Zeitintervall d¢ bewegt sich die obere Platte um den Weg vodt
nach rechts. Aus dem zugehorigen Winkel dy = vgdt/h ergibt sich
die Schergeschwindigkeit 4 = dvy/dt = vo/h. Wegen dv/dz = vy /h
gilt auch ¥ = dv/dz, und aus (1.1) folgt damit schliefllich

dv

Somit ist bei einer Newtonschen Fliissigkeit die Schubspannung
proportional zur Geschwindigkeitsinderung normal zur Bewe-
gungsrichtung.

Bei einer reibungsfreien Strémung werden die Schubspannun-
gen vernachléssigt, und man nimmt an, dass die Fliissigkeit mit
endlicher Geschwindigkeit tangential an einer sie begrenzenden
Wand entlangstromt (Abb. 1.40a). Bei einer realen Stréomung tritt
dagegen immer innere Reibung auf. Da die Fliissigkeit an der
Wand haftet, sinkt die Geschwindigkeit innerhalb eines gewissen
Bereichs auf den Wert Null ab (Abb. 1.40b). Dieser Bereich heift

N S

Grenzschicht

TITTIIT 77777 7777 7]
a b Abb. 1.40
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Grenzschicht. Dies bedeutet, dass die Idealisierung der reibungs-
freien Stromung nur dann zuléssig ist, wenn die Dicke der Grenz-
schicht sehr klein gegen die iibrigen Abmessungen des Stromungs-
feldes ist.

Bei der Bewegung einer viskosen Fliissigkeit treten wegen der
inneren Reibung Energieverluste auf, so dass zur Aufrechterhal-
tung der Stromung eine Energiezufuhr (z.B. durch einen Héhen-
unterschied oder einen Druckgradienten) erforderlich ist. Beispiele
dafiir sind die Bewegungen von Fliissigkeiten in Rohren oder Ge-
rinnen (Kanilen, Fliissen). Entsprechend muss auch bei der Be-
wegung eines festen Korpers in einer ruhenden Fliissigkeit Energie
aufgewendet werden, damit dieser nicht zum Stillstand kommt.

1.3.3.2 Verallgemeinerte Bernoullische Gleichung

Nach der Bernoullischen Gleichung (1.36) ist fiir eine reibungsfreie
Fliissigkeit die ,,Stromungsenergie® lings einer beliebigen Strom-
linie konstant. Bei realen (zihen) Fliissigkeiten wird allerdings
ein Teil dieser Energie durch innere Reibung in andere Energie-
formen (z.B. Wirme) umgewandelt. Daher ist fiir zihe Fliissig-
keiten die Summe aus kinetischer, potentieller und Druckenergie
nicht konstant, sondern sie nimmt in Stromungsrichtung ab. Man
kann dies in der Bernoullischen Gleichung dadurch beriicksichti-
gen, dass man einen positiven Term Ap, einfiihrt, der den Energie-
verlust darstellt (dieser hiingt im allgemeinen vom Abstand der
Bezugspunkte auf der Leitstromlinie ab). Damit erhidlt man die
verallgemeinerte Bernoullische Gleichung

s0vi+ 09z +p1 = s0vi+ 09z +p2+Ap,.  (1.54)

Da man die auf das Volumen bezogene Energie als Druck deuten
kann (vgl. Abschn. 1.2.1 und 1.3.2.3), nennt man Ap, auch Druck-
verlust. Er lasst sich durch die dimensionslose Druckverilustzahl ¢
charakterisieren. Man erhélt sie dadurch, dass man den Druckver-
lust auf den Staudruck — zum Beispiel an der Stelle © — bezieht:
_ Ap,
“Teda

(1.55)
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In einem Anwendungsbeispiel betrachten wir die Stréomung ei-
ner Fliissigkeit in einem horizontalen Rohr, dessen Querschnitts-
fliche sich nach Abb. 1.41 plotzlich von A; auf A, vergroflert.
Vor der Querschnittsdnderung sind die Geschwindigkeit bzw. der
Druck durch vy bzw. p; gegeben. Die Fliissigkeit stromt in Form ei-
nes Strahls in den Bereich mit dem grofieren Querschnitt ein. Wir
nehmen an, dass die Fliissigkeit seitlich vom Strahl ruht. Dann
herrscht dort der gleiche Druck wie im Strahl, ndmlich p;. Stromab
von der Erweiterung vermischt sich der Strahl aufgrund der inne-
ren Reibung unter starker Wirbelbildung mit der ihn umgebenden
Fliissigkeit. Erst am Ende eines Ubergangsgebietes stellt sich wie-
der eine nahezu gleichférmige Strémung mit der Geschwindigkeit
vo und dem Druck py ein. Da bei einer reibungsbehafteten Fliissig-
keit die Teilchen an der Rohrwand haften, sind v bzw. vy hier die
Mittelwerte der Geschwindigkeitsverteilungen in den Querschnit-
ten. Wir wollen im folgenden vs und ps sowie die Druckverlustzahl
¢ bestimmen.

4 Abb.1.41

Die Geschwindigkeit vy folgt aus der Kontinuitétsgleichung
'UlAl = ’I]QAQ zu

Vg = — V7. (156)

Durch die Wirbelbildung geht Strémungsenergie verloren. Daher
darf die Bernoullische Gleichung (1.36) nicht angewendet werden.
Zur Ermittlung des Drucks ps konnen wir den Impulssatz auf das
Kontrollvolumen nach Abb. 1.41 anwenden. Dabei vernachléssigen
wir die resultierende Kraft der an der Mantelfléiche des Kontrollvo-
lumens angreifenden Schubspannungen. Dann lautet der Impuls-
satz

—: p1As —peAs = 0 Agv3 — 0 Ajvi. (1.57)
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Einsetzen von (1.56) liefert

A A
p2=p1+QU2(U1—02)=p1+QUfA—; (1—1) . (1.58)
Wenn man nun vy und py nach (1.56) und (1.58) in die verallge-
meinerte Bernoullische Gleichung (1.54) einsetzt, erhiilt man mit
21 = %2

2
=t - =27 (1-4) .

Dieser Druckverlust wird auch als Carnotscher Stoffverlust be-
zeichnet. Die Druckverlustzahl ergibt sich nach (1.55) zu

¢= (1 - 2)2 . (1.60)

Bei plotzlicher Verengung des Rohrquerschnitts tritt ebenfalls
ein Verlust an Strémungsenergie auf. Dieser ist jedoch kleiner als
der Verlust bei der plotzlichen Erweiterung. Durch allmihliche
Querschnittsdnderung kénnen die Verluste stark herabgesetzt wer-
den.

Beispiel 1.16 In einem Kanal mit der Querschnittsfliche A be-
findet sich ein keilfsrmiger Korper (Abb. 1.42a). Die stromende
Fliissigkeit hat vor dem Keil die Geschwindigkeit v.

Welche Kraft wird von der Fliissigkeit auf den Keil ausgeiibt?

—»V N 2 | ,0} (\\_‘_‘hpy
A/3 !
e.p _ 1 L |
® ®
a b

Abb. 1.42
Lésung Aus der Kontinuitdtsgleichung und der Bernoullischen

Gleichung fiir eine Stromlinie von ® nach @ (Abb. 1.42b) folgen

2 3
Av = 5 Av, — vl = 30,

sovi+p=3ovi+m —  p—p1= 3007,

B1.16
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Unmittelbar hinter dem Keil ruht die Fliissigkeit. Daher herrscht
dort ebenfalls der Druck p;. Die vom Keil auf die Fliissigkeit aus-
geiibte Kraft folgt aus dem Impulssatz. Die Kraft auf den Keil ist
entgegengesetzt gleich gro. Wenn wir die Reibung an den Ka-
nalwinden und am Keil vernachldssigen, gilt mit dem Kontrollvo-
lumen nach Abb. 1.42b fiir diese Kraft

—: —F+4+(p—p1)A=0Av(v; —v) — F=10Av?.

1.3.3.3 Stromung in einem kreiszylindrischen Rohr

Wir betrachten nun die stationdre Stromung einer Newtonschen
Fliissigkeit in einem horizontalen, zylindrischen Rohr mit Kreis-
querschnitt (Radius R). Dabei nehmen wir an, dass die Strom-
linien parallel zur Zylinderachse sind und die Geschwindigkeit v
nur vom Abstand r abhédngt (Abb. 1.43a). Die Fliissigkeitsteil-
chen bewegen sich dann in Schichten, die sich nicht vermischen.
Eine Stromung dieses Typs nennt man Schichtenstrémung oder
laminare Strémung.

Zur Bestimmung des Geschwindigkeitsprofils v(r) denken wir
uns einen koaxialen Fliissigkeitszylinder mit der endlichen Lénge
Al und dem Radius r aus der Fliissigkeit geschnitten (Abb. 1.43b).
An den Stirnflichen wirken die Driicke p; bzw. ps. Auf der Man-
telfliche des Zylinders wirkt die Schubspannung 7. Sie ist fiir eine
Newtonsche Fliissigkeit entsprechend (1.53) durch

dv

T(r) = U (1.61)
gegeben. Die Schubspannung ist demnach in der Mantelfliche des
Zylinders konstant und liefert die resultierende Kraft

T =2nrAlT = QWnAlrj—: . (1.62)

Tr
N R Y I I

0.1 vt T T T T

a b Abb.1.43
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Bei stationdrer Stromung tritt keine Beschleunigung auf. Daher
ist die Summe der am Zylinder angreifenden Kréfte Null:

dv . Pb1—Dp2

dr 2nAl

mripr+ T —7r’py =0 — (1.63)

Die Geschwindigkeit folgt mit Ap = p; — pa durch Integration zu

Ap
=—-— . 1.64
v(r) 477Alr +C (1.64)
Die Integrationskonstante C' bestimmen wir aus der Bedingung,
dass die Fliissigkeit an der Rohrwand haftet:

- - Ap 2
v(R) =0 — C = Al R-. (1.65)

Damit ergibt sich das gesuchte Geschwindigkeitsprofil zu

o(r) = Z’;i‘? {1 - (;)2} . (1.66)

Die Geschwindigkeitsverteilung hat somit die Form eines Rotati-
onsparaboloids. Die maximale Geschwindigkeit tritt in der Rohr-
achse (r = 0) auf:

_ R2Ap
UIIlaX - 477Al .

(1.67)

Da die Geschwindigkeit von innen nach auflen abnimmt, ist
dv/dr < 0. Somit fillt nach (1.63) der Druck in Stromungsrich-
tung: ps < p1. Dieses Druckgefiille ist zur Aufrechterhaltung der
Stromung erforderlich. Ebenfalls wegen v'(r) < 0 ist nach (1.62)
T < 0. Daher wirkt die Schubspannung 7 in Wirklichkeit ent-
gegen der in Abb. 1.43b angenommenen Richtung. Dies ist auch
anschaulich klar, da die langsameren dufleren Fliissigkeitsteilchen
die schnelleren inneren Teilchen durch die Reibung verzogern.

Wir wollen nun noch den Volumenstrom ) bestimmen. Das pro
Zeiteinheit durch einen infinitesimalen Kreisring mit dem Radius
r und der Dicke dr stromende Volumen ist durch d@Q = 27rdro(r)
gegeben. Den gesamten Volumenstrom erhélt man durch Integra-
tion:
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R 4 A\
Q= /0 2mrv(r)dr — Q= WSIZAZP .

(1.68)

Diese Beziehung nennt man das Gesetz von Hagen-Poiseuille (Gott-
hilf Hagen, 1797-1884; Jean Louis Marie Poiseuille, 1799-1869).
Nach (1.68) ist der Volumenstrom proportional zur vierten Potenz
des Rohrradius. Daher wird zum Beispiel bei einer Verdoppelung
des Radius die Durchflussmenge sechzehnmal so gro8.

Fiir praktische Rechnungen bei Rohrstromungen ist es zweck-
méfig, eine Widerstandszahl X\ einzufiihren, mit deren Hilfe man
den Druckabfall im Rohr quantitativ erfasst. Sie wird durch

Ap = %562 (1.69)

definiert. Dabei sind d der Durchmesser des Rohres und
Q R2Ap 1
TRZ . SpAl 2 M
die mittlere Geschwindigkeit. Die Widerstandszahl stellt somit
einen Proportionalitdtsfaktor dar fiir den Zusammenhang zwi-
schen dem Druckabfall Ap lings einer Strecke Al, dem Rohrdurch-
messer d und dem mit der mittleren Geschwindigkeit © gebildeten
Staudruck. Die Widerstandszahl A hédngt mit der entsprechend
(1.55) gebildeten Druckverlustzahl ¢ = Ap/(p9?/2) gemif
Al

(= (1.71)

zusammen. Wenn man (1.69) in (1.70) einsetzt und nach A auflost,
so erhélt man

4
N

(1.70)

1_}:

= . 1.72
ovd ( )
Da A dimensionslos ist, muss auch die Grofe
vd
Re = % (1.73)

dimensionslos sein. Man nennt Re die Reynoldszahl (Osborne Rey-
nolds, 1842-1912). Damit folgt fiir die Widerstandszahl
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A= Re
Die Erfahrung zeigt, dass dieser Zusammenhang nur unterhalb
einer bestimmten kritischen Reynoldszahl (also zum Beispiel bei
hinreichend kleiner Stromungsgeschwindigkeit) gilt. Bei groferen
Reynoldszahlen ist die Widerstandszahl groBer als die nach (1.74)
berechnete. Dabei #dndert sich die Stromungsform: die lamina-
re Stromung schlagt in turbulente Stromung um. Wéhrend sich
bei laminarer Stromung alle Fliissigkeitsteilchen mit konstanter
Geschwindigkeit auf achsparallelen Geraden bewegen, vermischen
sich bei turbulenter Stromung die nebeneinanderflieBenden Schich-

(1.74)

ten standig.

1.3.3.4 Stromung in offenen Gerinnen

Bei der Stromung in einem Rohr ist die Fliissigkeit iiberall von
einer festen Rohrwand umgeben. Im Gegensatz dazu tritt bei der
Stromung in offenen Gerinnen, wie zum Beispiel Fliissen oder
Kanélen, eine freie Oberfliche auf. Sie stellt in den meisten prak-
tisch wichtigen Fillen die Trennfliche zwischen Luft und Wasser
dar. An ihr herrscht somit der Atmosphérendruck pg.

Vi =V, Vi< ¥ N

gleichfdrmige Strémung beschleunigte Strémung verzdgerte Stramung
Abb. 1.44

Die Stromung in einem offenen Gerinne wird meist durch ein
Gefille verursacht. Beim Abwiirtsflieen wird die potentielle Ener-
gie der hoher liegenden Fliissigkeitsteilchen in kinetische Energie
umgewandelt bzw. zur Uberwindung der inneren Reibung aufge-
wendet. Wir wollen im folgenden voraussetzen, dass die Strémung
stationér ist. Dann héngt auch der Volumenstrom (@ fiir einen
beliebigen Querschnitt nicht von der Zeit ab. Man nennt eine
stationdre Stromung gleichformig, wenn die Geschwindigkeit in
Stromungsrichtung konstant ist (ve = v1). Dagegen heift sie be-



64 1 Hydromechanik

schleunigt, wenn die Geschwindigkeit zunimmt (vs > wv1) bzw.
verzdgert, wenn sie abnimmt (ve < v1). Nach der Kontinuitéitsglei-
chung ist bei einer gleichférmigen Stromung der Querschnitt kon-
stant, withrend er bei einer beschleunigten (verzogerten) Strémung
abnimmt (zunimmt), vgl. Abb. 1.44.

Wir wollen uns im folgenden mit der gleichférmigen Stromung
in einem rechteckigen offenen Gerinne der Breite b befassen. Das
Gerinne habe ein konstantes schwaches Gefélle, das durch den
Winkel a@ < 1 gegeben ist (Abb. 1.45a). Die konstante Wasser-
tiefe sei t. Weiterhin sei v die mittlere Geschwindigkeit in einem
Querschnitt. Wir wihlen nun diejenige Stromlinie als Leitstrom-
linie, auf der die Geschwindigkeit der Teilchen gerade die mitt-
lere Geschwindigkeit v ist. Wenn wir beriicksichtigen, dass bei
gleichformiger Stromung die Geschwindigkeit konstant ist, dann
erhalten wir aus der verallgemeinerten Bernoullischen Gleichung
(1.54) fiir zwei Punkte @ und @ auf der Leitstromlinie zunéchst

0921 +p1 =092 +p2+ Ap,. (1.75)

Wir nehmen nun an, dass die Druckverteilung im Querschnitt
durch die statische Druckverteilung nach (1.5) gegeben ist. Dann
gilt auf der Leitstromlinie

p=p1=p2=po+ogth. (1.76)

Ein Druckgefille in Stromungsrichtung ist somit nicht vorhan-
den. Durch Einsetzen in (1.75) kénnen wir den Energieverlust (=
Druckverlust) bestimmen:

Ap, = 0g(z1 — z2) = pgAlsina. (1.77)
o y
DS
L%
k s
. TN /
, Leitstrom- NN S/
e \Zlinie \t\_/ /
N fo/

Alsines P f t

a b Ymin  Abb. 1.45
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Nach (1.37) stellt

v? p
H=_—+—+=2 1.78
29 o9 47
die hydraulische Hohe dar. Mit p nach (1.76) und z = ¢ — t* folgt

daraus

v*  po
H % + 0 +t. (1.79)
Da der Atmosphérendruck pg an jeder Stelle gleich ist, braucht
er beim Vergleich der hydraulischen Hohen verschiedener Quer-
schnitte nicht beriicksichtigt zu werden. Somit vereinfacht sich
(1.79) zu

H=v%/2g+t.

Bei gleichférmiger Stromung sind die Geschwindigkeit v und die
Tiefe t unabhéngig vom Ort. Daher ist in diesem Fall die hydrau-
lische Hohe konstant:

02
H= 2% -+t = const . (1.80)
Die Geschwindigkeit v ldsst sich durch den Volumenstrom @ aus-
driicken:

Q=btcosav=btv — v=@Q/(bt). (1.81)
Durch Einsetzen in (1.80) erhélt man schliefflich
B —HE?+k=0 mit k=Q?/(29V%). (1.82)

Diese Beziehung muss bei gleichférmiger Stromung zwischen den
Parametern b, ¢, @ und H erfiillt sein. Bei gegebenen Werten
von b, t und @ konnen die Geschwindigkeit v aus (1.81) und die
hydraulische Hshe H aus (1.80) bestimmt werden. Sind dagegen
b, @ und H gegeben, so stellt (1.82) eine kubische Gleichung fiir
die Wassertiefe ¢ dar.

Um zu untersuchen, fiir welche Parameterwerte die Gleichung
(1.82) positive reelle Losungen ¢ besitzt, skizzieren wir die Funk-



66 1 Hydromechanik
tion
y=1t3—Ht> +k (1.83)

fiir verschiedene Werte von H (Abb. 1.45b). Die Funktion y(¢) hat
an der Stelle ¢t = 2H/3 das Minimum

4 H3 Q2

min — T 55 ——rY 1.84
4 27 T 2gp (1.84)

und bei t = 0 das Maximum y,.x = k. Damit positive Werte fiir
die Wassertiefe existieren, muss ymin < 0 gelten. Daher folgt nach
(1.84) fiir die hydraulische Hohe

4H3 Q2 3 Q2
_ < > Hy=-¢{]—5. .
T taEps<0 -  HzH 2,/gb2 (1.85)

Die hydraulische Hohe, d.h. die Stromungsenergie, muss somit
einen Mindestwert H( erreichen, damit eine gleichférmige Stro-
mung moglich ist. Die zugehorigen Werte fiir die ,, Grenztiefe® ¢
und die ,,Grenzgeschwindigkeit“ vy ergeben sich zu

2 [ Q2
to = gHO — tO =} W’ (186)

1 S
Uozgzim — ’UO: gto (187)
bty bt

Ist H > Hj, so existieren zu einer gegebenen Stréomungsenergie
zwei verschiedene Wassertiefen ¢; und t5 (Abb. 1.45b). Entwe-
der flieit das Wasser bei einer kleinen Tiefe t; < ty mit grofer
Geschwindigkeit v1 > wvg, oder es flieit bei einer groflen Tiefe
to > to mit kleiner Geschwindigkeit v < vg. Im ersten Fall spricht
man von schieflendem Abfluss (Wildbéche), im zweiten Fall von
stromendem Abfluss (Fliisse).

In der Natur treten hiufig Storungen der gleichférmigen Be-
wegung auf. So kann zum Beispiel ein kleiner Knick in der Sohle
eine nahezu plotzliche Erhebung des Wasserspiegels verursachen
(Abb. 1.46a). Diese Erscheinung wird als Wassersprung bezeich-
net. Zur Untersuchung des Wassersprungs wenden wir den Im-
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Abb. 1.46

pulssatz auf das in Abb. 1.46b dargestellte Kontrollvolumen an.
Dabei nehmen wir wieder an, dass die Druckverteilung im Quer-
schnitt durch die statische Druckverteilung nach (1.5) gegeben
ist. Auflerdem vernachléssigen wir die in Stromungsrichtung zei-
gende Komponente der Gewichtskraft (geringe Neigung!) sowie
die Schubspannungen an den Berandungen des Kontrollvolumens.
Dann lautet der Impulssatz:

109130 — Logt3b = ovibti(vs —v1). (1.88)
Wenn wir die Geschwindigkeit vy mit Hilfe der Kontinuitdtsglei-
chung

t
Ulﬁlb = ’Ugtgb — Vg = ti (%1
2

eliminieren, so erhalten wir daraus

1 t
59@1 +t2)(t1 —t2) = Uft*l(tl —t2)
2

2t v7
— 24 tyty — L

=0. (1.89)

Durch Auflésen dieser quadratischen Gleichung folgt fiir die Tiefe
to hinter dem Wassersprung

Lty 2t

A p (1.90)

tg =
Da t5 positiv sein muss, ist nur das Pluszeichen vor der Wurzel
physikalisch sinnvoll.

Vor dem Wassersprung fliefit das Wasser bei der kleineren Tiefe
t1 < to mit der grofferen Geschwindigkeit v; > vo. Daher tritt ein
Wassersprung nur bei einem schiefenden Abfluss auf.
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